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Introduction 

Depuis une vingtaine d'années, de nombreux travaux ont mis en évidence 
les liens féconds entre les catégories de foncteurs, la topologie algébrique, les 
représentations modulaires des groupes finis et plusieurs théories cohomolo- 
giques (cf. [FFPS03J et le chapitre 13 de [Lpd98j). Nous montrons comment 
progresser dans cette voie à l'aide de nouvelles catégories de foncteurs. Nous 
obtenons ainsi des résultats nouveaux sur des catégories de foncteurs désormais 
classiques, notamment la catégorie des foncteurs entre espaces vectoriels sur 
un corps fini. Nous démontrons en particulier un théorème d'annulation co- 
homologique très général, que l'on applique à la if-théorie stable des corps 
finis. Les deux principes intuitifs suivants guident notre travail : d'une part, la 
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démonstration de propriétés d'annulation cohomologique dans une catégorie de 
foncteurs est souvent plus facile en transitant par une autre catégorie de fonc- 
teurs « plus grosse » ; d'autre part, la structure des objets d'une catégorie de 
foncteurs peut souvent se ramener à celle d'objets « plus petits » (donc mieux 
compris) d'une autre catégorie de foncteurs. 

Dans tout cet article, k désigne un corps fini; on note £t la catégorie des 
espaces vectoriels sur k, la sous-catégorie pleine des espaces de dimension 
finie et JT(k) la catégorie des foncteurs de £[ vers Et (la mention du corps 
k sera souvent omise dans les notations, par la suite). La catégorie !F(k) est 
abélienne; elle possède suffisamment d'objets projectifs et injcctifs. Des calculs 
cohomologiques puissants ont été réalisés dans cette catégorie, notamment avec 
les travaux de Franjou, Lannes et Schwartz ( FLS94 ) et de Franjou, Friedlander, 
Scorichenko et Suslin f |FFSS99p . 

L'identification de la cohomologie de Mac Lane (définie dans IML57j ) comme 
un cas particulier de cohomologie fonctorielle par Jibladze et Pirashvili ([JP91 ) 
illustre l'intérêt des calculs cohomologiques dans la catégorie T(k). L'isomor- 
phisme entre la if -théorie stable de k et l'homologie dans JF(k) pour des systèmes 
de coefficients polynomiaux, établi indépendamment par Betley (cf. [B et99j l et 
Suslin (cf. appendice de |FFSS99j ). a fourni une autre motivation majeure à 
l'étude des propriétés homologiques de JF(k). Les articles |Pir03| . |PR02j et 
|PW92j montrent comment aborder d'autres théories homologiques à l'aide de 
certaines catégories de foncteurs. 

L'étude systématique de la catégorie T est menée depuis le début des années 
f990 (voir les articles de Kuhn |Kuh94aj . [Kuh94bj et [Kuh95| 1. à la suite des 
liens établis par Henn, Lannes et Schwartz dans (HLS93] (voir aussi l'ouvrage 
|Sch94j de Schwartz) entre les modules instables sur l'algèbre de Steenrod et 
cette catégorie ; néanmoins, sa structure globale demeure fort mystérieuse. En 
effet, si la compréhension de ses objets de longueur finie peut se réduire à celle 
de k-algèbres de dimension finie, il en va bien différemment de ses objets de lon- 
gueur infinie, dont l'étude se heurte à des problèmes profonds de compréhension 
générique des représentations modulaires (i.e. de compréhension des liens, no- 
tamment cohomologiques, entre les représentations de plusieurs groupes) — la 
catégorie F(k) a d'ailleurs été nommée catégorie des représentations génériques 
des groupes linéaires sur k par Kuhn, qui a justifié cette terminologie dans les 
trois articles susmentionnés. 

Ainsi, la conjecture suivante, proposée par Lannes et Schwartz, s'est révélée 
l'un des problèmes les plus difficiles à résoudre dans cette catégorie. 

Conjecture 1 (Conjecture artinienne). La catégorie J-(k) est localement noethé- 
rienne. 

Les raisons de la dénomination paradoxale de cette conjecture et une brève 
discussion de celle-ci sont données à la fin de la section [T] 

Explicitons les catégories de foncteurs qui permettent de progresser dans 
l'étude de la conjecture artinienne. On note Gr(V) la grassmannienne des sous- 
espaces vectoriels de V. Nous regarderons Qr comme un foncteur de £[ vers la 
catégorie des ensembles. 

Définition 2. Soit £g r (k) la catégorie des couples (V, W), où V est un k-espace 
vectoriel de dimension finie et W un élément de Gr(V), et dont les morphismes 
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(V, W) — > (F', W 7 ) sont les applications linéaires / : V — ► V telles que /(VF) = 
W'. La catégorie de fondeurs en grassmanniennes J-g r (k) est la catégorie des 
foncteurs de £g r (k) vers £%. 

Il est également naturel de s'intéresser à la catégorie, notée £g r (k), qui a 
les mêmes objets que £g r (k), et dont les morphismes (V, W) — > (V, W) sont 
les applications linéaires / : V —> V telles que f(W) C W'. La catégorie des 
foncteurs de £g r (k) vers £, notée J r g r (k), est également considérée dans cet 
article ; elle constitue un adjuvant pour l'étude de la catégorie Tg r (k). 

Pour tout entier positif n, on note J-g r , n la sous-catégorie pleine de Tg r 
(rappelons que la mention du corps k est désormais sous-entendue) des foncteurs 
X tels que X(V, W) ^ si dim W ^ n. Cette catégorie peut également se décrire 
comme une catégorie de foncteurs. L'étude des catégories Tg r et Tg r , n constitue 
le principal sujet de cet article ; le lien entre Tg r et les Tg r ^ n provient de ce 
qu'il existe une stratification de Tg r par des sous-catégories épaisses Tg T) <_ n , 
stratification dont les sous-quotients sont équivalents aux catégories Tg r , n . 

On peut également ramener l'étude des catégories Tg r , n à celle de catégories 
plus simples : le groupe linéaire GL n (k) intervient naturellement dans la struc- 
ture de Tg r ^m qui constitue une sorte de produit semi-direct tordu entre la 
catégorie des k[Gi„(k)]-modules et la catégorie de foncteurs T*p\,n définie comme 
suit. On note £p X n la catégorie des objets V de £? munis d'un monomorphisme 

k™ V. La catégorie T-p\,n est la catégorie des foncteurs de £pj vers £ . Outre 
ses liens avec J-g r ,n, cette catégorie possède un intérêt intrinsèque, car elle est 
équivalente à la catégorie des comodules de la catégorie J- sur le foncteur injectif 
standard associé à l'espace vectoriel k". 

Mentionnons une autre catégorie de foncteurs considérée dans cet article. 
Soit £{ ur j la sous-catégorie de £f ayant les mêmes objets et dont les morphismes 

sont les épimorphismes de £? . La catégorie, notée T sur j, des foncteurs de £{ ur j 
vers £ joue un rôle important dans l'étude de la catégorie Tg r . En effet, si 
/ : (V, W) — * (V, W) est un morphisme de £g r , alors / induit un épimorphisme 

de W sur W : on obtient ainsi un foncteur £g r — > £{ ur j , donné sur les objets par 
(V, W) i— > W, puis par précomposition un foncteur fondamental T sur j — » Tg r . 
Une catégorie analogue à T sur j s'obtient à partir des monomorphismes de £f ; 
on la note Ti n j. Elle possède des liens étroits avec les systèmes de coefficients 
introduits par Dwyer dans |Dwy80| et joue un rôle essentiel dans la comparaison 
entre la if-théorie stable de k et les groupes d'extension dans .F(k) (théorème 
de Betley-Suslin susmentionné). 

Revenons à la catégorie Tg T . Le foncteur d'oubli £g r £^ donné par 
(V, W) i— > V induit par précomposition un foncteur t : T — » Tg r . Il est ad- 
joint à droite au foncteur d' intégrale en grassmanniennes uj : Tg r — > T donné 
par 

">P000= x(v,w). 

We9r(V) 

Ce foncteur constitue l'outil le plus puissant pour relier les catégories Tg r et T . 
Son importance est d'abord illustrée par le résultat formel suivant, dans lequel 
le foncteur w(k) = k[Qr] de J- est muni de la structure comultiplicative déduite 
du fait que ce foncteur est la linéarisation d'un foncteur ensembliste. 
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Proposition 3. Le fondeur oj : Tg r — > T induit une équivalence entre Tg r et 
la catégorie des k[Qr]-comodules de J- ' . 

On peut donner une description similaire des catégories Tg r ^ n en termes 
de comodules ; celle-ci montre, par dualité, que !Fg r ,n est étroitement liée à la 
catégorie des -D(n)-modules de T, où D(n) est un foncteur qui a rapport à 
l'algèbre de Dickson — cf. l'article [Pow98cj de Powell, qui a annoncé l'impor- 
tance de cette catégorie de modules. 

L'étude de la structure élémentaire de la catégorie Tg r repose principalement 
sur le joncteur différence, analogue à l'endofoncteur du même nom dans T . Ce 
foncteur, noté A^ r , est donné par le scindement canonique 

X(V © k, W) ~ X(V, W) © A gr (X)(V, W). 

Rappelons que le foncteur différence A de T est quant à lui caractérisé par le 
scindement canonique F(V © k) ~ F(V) ffi A(F)(V). Comme dans la catégorie 
J-, on introduit la définition suivante : 

Définition 4. Un objet X de Tg T est dit polynomial s'il existe un entier n tel 
que {A gr ) n (X) = 0. 

Dans ce qui suit, nous nommons fini un objet de longueur finie d'une catégorie 
abélienne. Un objet localement fini est un objet colimite d'objets finis. 

Proposition 5. Les fondeurs finis de la catégorie J-g r sont polynomiaux. 

Ce résultat permet de décrire explicitement les objets simples de la catégorie 
Tg r à partir des objets simples de T et des représentations simples des groupes 
linéaires. 

Nombre des foncteurs entre la catégorie Tg r et la catégorie J-, ou d'autres 
qui lui sont étroitement reliées, possèdent de bonnes propriétés de commutation 
au foncteur différence. Par exemple, il existe un isomorphisme canonique toA ~ 
AP r ol de foncteurs J- — > Tg r . En revanche, le foncteur composé Aow : Tg r — > T 
diffère du foncteur lu o A Sr , qu'il contient comme facteur direct. Ainsi, l'image 
par le foncteur d'intégrale en grassmanniennes d'un objet fini de la catégorie J-g r 
n'est généralement pas un objet analytique (i.e. colimite d'objets polynomiaux) 
de la catégorie T. D'ailleurs, tous les objets projectifs de type fini de T sont 
l'image par le foncteur uj de foncteurs finis de Tg r . Le principe général d'étude 
de la catégorie T à partir de la catégorie Tg r consiste à ramener l'étude des 
objets de type fini de T à celle des objets finis de Tg r grâce au foncteur u. La 
mise en œuvre de ce principe s'avère ardue ; en effet, les objets de type fini de la 
catégorie J- ne sont pas tous isomorphes à l'image par lj d'un objet fini de Tg r . 
Un énoncé précis que tous les foncteurs de type fini connus dans la catégorie 
T vérifient sera discuté dans cet article; la conjecture [S] présentée ci-dessous en 
constitue une variante. 

Venons-en maintenant à des propriétés profondes des catégories de foncteurs 
en grassmanniennes. Notre résultat d'annulation cohomologique principal est le 
suivant, dans lequel X désigne l'endofoncteur de Tg r donné par X(X)(V, W) — 

(J) X(V, B). Ce foncteur conserve les objets localement finis. 

B£Çr(W) 

Théorème 6. Soient X et Y des objets deTg r , X étant supposé localement fini. 
Il existe un isomorphisme gradué naturelExt^(ùj(X) , U)(Y)) ~ Extjr {X, X(Y)). 
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Dans le corollaire suivant, le foncteur io n désigne la restriction du foncteur 
lu à la sous-catégorie Tg r ,n de Tg r . 

Corollaire 7. Soient k et n deux entiers naturels, X un objet localement fini 
de Fç r ,k et Y un objet de Tç r , n . 

1. Sik < n, alors Ext*- F (io k {X),UJ n (Yj) = 0. 

2. Sik — n, alors le morphisme naturel ExtJ- n (X, Y) — » Extjr(w„ (X),u> n (Y)) 
induit par io n est un isomorphisme. 

Le théorème et le corollaire [7] permettent d'une part de généraliser le 
théorème de Betley-Suslin sur la if -théorie stable de k, d'autre part de mener 
de nombreux calculs cohomologiques dans la catégorie T utiles pour comprendre 
sa structure, comme le théorème de l'appendice de [Pow98aj . 

Un moyen efficace d'appréhender la structure globale d'une catégorie abélienne 
A consiste à étudier sa filtration de Krull, notée (tC n (A)) (cf. paragraphe EU- 
Le corollaire El qui indique une hiérarchie dans la « taille » des objets du type 
w n [X) selon la valeur de n, où X est un objet localement fini de J-ç r ,n, suggère 
la description conjecturale suivante de la filtration de Krull de la catégorie T. 
Celle-ci précise considérablement la conjecture [T] et constitue une motivation 
essentielle à l'étude des catégories de foncteurs en grassmanniennes. 

Conjecture 8 (Conjecture artinienne extrêmement forte). Pour tout entier po- 
sitif n, le foncteur ui n induit une équivalence entre la sous- catégorie pleine T l J r n 
des objets localement finis de Tg r ,n et la catégorie quotient K. n (fF) / K. n -i{!F) . 

Non seulement cet énoncé entraîne toutes les formes renforcées de la conjec- 
ture artinienne émises jusqu'à présent, mais il implique aussi un grand nombre 
d'autres résultats profonds sur la catégorie T . Dans l'article |Djaa| , nous pour- 
suivrons l'étude du foncteur eu et montrerons notamment une forme affaiblie de 
la conjecture [51 avec des applications à de nouveaux cas de la conjecture arti- 
nienne. La plupart des résultats du présent article et de |Djaa| sont déjà exposés 
dans la thèse de doctorat de l'auteur ( |Djab| ) lorsque k est le corps F 2 à deux 
éléments. 

Pour établir la conjecture artinienne extrêmement forte, nous pensons qu'il 
sera nécessaire de combiner les catégories de foncteurs en grassmanniennes avec 
de nouveaux outils liés à la théorie des représentations. 

Les méthodes de cet article peuvent se généraliser : la définition, les construc- 
tions et propriétés de base de la catégorie fç r (k) se transposent sans change- 
ment si l'on remplace la catégorie source S[ de T(k) par une catégorie abélienne 
essentiellement petite A dans laquelle les ensembles de morphismes et de sous- 
objets sont finis. En effet, dans cette situation, l'adjonction entre les foncteurs 
i : T —> Tg r et uj s'étend aussitôt, et l'on dispose de foncteurs différences. Des 
généralisations dans un cadre non abélien sont également envisageables. 

Organisation de l'article La première section rappelle les rudiments nécessaires 
sur la catégorie T et la conjecture artinienne. La deuxième traite des catégories 
J- sur j et J-mj, à la fois d'un point de vue intrinsèque et d'un point de vue 
préliminaire à l'étude des catégories de foncteurs en grassmanniennes et de la 
if -théorie stable de k. 
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Les sections [3] et @] s'attachent à des constructions catégoriques nécessaires 
à la deuxième partie. Celle-ci introduit les catégories de foncteurs en grassman- 
niennes !Fç r , Tg Ttn , T-p\,n et Tg r et donne leurs propriétés de base : outre leur 
description fonctorielle, les trois premières d'entre elles sont identifiées comme 
catégories de comodules, et traitées de manière monadique, à l'aide du théorème 
de Beck. Les objets finis de la catégorie J-g r (k), notamment, sont étudiés en 
détails. On établit ainsi la proposition [5J dont on tire les conséquences, ainsi 
que les propriétés d'adjonction élémentaires entre les très nombreux foncteurs 
définis, qui font la richesse de la structure de ces catégories. 

La dernière partie expose des applications des constructions des parties 
précédentes, à l'aide du foncteur d'intégrale en grassmanniennes lu : !Fg r (h) — > 
J-(k), dont on démontre, dans la section fTUl la propriété d'annulation cohomolo- 
gique fondamentale, le théorème^ ainsi que le corollairc[71 Les applications à la 
catégorie JF(k), données dans la section [12 seront approfondies dans |Djaa| ; la 
section [TT1 qui tire des résultats de la section [TU] des conséquences apparemment 
internes aux catégories de foncteurs en grassmanniennes, se révèle également 
utile dans .F(k) puisqu'elle sous- tend la démarche de [^ja06|. Enfin, la sec- 
tion [TÏÏ] est consacrée à une propriété d'annulation cohomologique des systèmes 
de coefficients, déduite de celle du foncteur w, et qu'on applique à la X-théorie 
stable. 

Les appendices fixent nos notations et rappellent quelques résultats connus 
sur trois leitmotive de cet article : les adjonctions (à la base de plusieurs des- 
criptions des catégories de foncteurs en grassmanniennes comme du théorème 
d'annulation cohomologique principal), les propriétés de finitude des catégories 
abéliennes (dans l'optique de la conjecture artinienne) et les catégories de fonc- 
teurs. 

Remerciements L'auteur témoigne sa chaleureuse reconnaissance à Geoffroy 
Powell pour l'attention qu'il a portée à ce travail durant toutes les étapes de sa 
réalisation. Il remercie également Lionel Schwartz et Christine Vespa pour leurs 
conseils. 

Notations et conventions 

1. fondamentales : 

(a) Nous noterons Gr(V) l'ensemble des sous-espaces vectoriels d'un es- 
pace vectoriel V. Si / est une partie de N, nous noterons Qr[{V) le 
sous-ensemble de Qr(V) constitué des sous-espaces dont la dimension 
appartient à /. 

(b) Si C et T> sont deux catégories, C étant essentiellement petite, nous 
noterons Fct(C,X>) la catégorie des foncteurs de C vers V. 

2. couramment utilisées : 

(a) La caractéristique du corps fini k sera notée p ; q = p d désignera 
son cardinal. Lorsqu'aucune confusion ne pourra en résulter, nous 
omettrons toute mention du corps k dans les notations. 

(b) Nous noterons Ens la catégorie des ensembles, et Ens-^ la sous- 
catégorie pleine des ensembles finis. 
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(c) Soit E un ensemble. Nous noterons k[E] le k-espace vectoriel somme 
directe de copies de k. indexées par E. On peut voir l'association 
E i > k[E) comme un foncteur de Ens vers 

Nous noterons [e] l'élément de la base canonique de k[E] associé à un 
élément e de E. 

(d) Nous désignerons par Mod^ la catégorie des modules à droite sur un 
anneau A et ^Mod la catégorie des ^4-modules à gauche. Nous adop- 
terons plus généralement ces notations lorsque A est un objet d'une 
catégorie monoïdale symétrique muni d'une structure d'algèbre. 
Dans le cas d'un objet C muni d'une structure de coalgèbre, nous 
noterons Comodc la catégorie des C-comodules à droite. 

Dans le cas d'une (co)algèbre (co)unitaire, les morphismes seront 
toujours censés préserver la (co)unité. 

(e) Nous noterons ObC la classe des objets d'une catégorie C. Si X et Y 
sont deux objets de C, on note : 

- hom c (X,Y) l'ensembleEl des morphismes de X dans Y ; 

- Endc(^) le monoïde homc(X, X) des endomorphismes de X ; 

- Autc(^) le groupe des automophismes de X ; 

- Plc(X, Y) l'ensemble des monomorphismes de X dans Y; 

- Epi c (X, Y) l'ensemble des épimorphismes de X vers Y; 

- lsoc(X, Y) l'ensemble des isomorphismes de X vers Y. 
L'indice C sera omis quand aucune confusion ne peut en résulter. 
Enfin, C op désignera la catégorie opposée de C. 

(f) On désigne par N l'ensemble des entiers positifs ou nuls, et par N* 
l'ensemble des entiers strictement positifs. 

On adoptera également les abréviations suivantes : 

- n = {n}, 

- < n = {i E N | i < n}, 

- > n = {i G N | i > n}. 

3. plus secondaires : 

(a) Nous noterons V* le dual d'un espace vectoriel V, et W 1 - l'orthogonal 
dans V* d'un sous-espace W de V. 

(b) Soit M un monoïde. 

i. Nous noterons k[M] l'algèbre de M sur k. 

ii. Nous désignerons par M_ la catégorie à un seul objet de monoïde 
d'endomorphismes M. 

iii. Pour toute catégorie C, nous noterons Cm la catégorie Fct(M, C). 
C'est la catégorie des objets de C munis d'une action de M. 
En effet, les objets de Cm sont les objets X de C munis d'un 
morphisme de monoïdes M — » Endc(X). Nous noterons O m : 
Cm —> C le foncteur d'oubli. 

La catégorie (6k) m est ainsi équivalente à k [ M ]Mod. 

^^Dans toutes les catégories que nous considérerons, la classe des morphismes entre deux 
objets sera un ensemble. 
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(c) Une catégorie k-linéaire est une catégoriel telle que, pour tous objets 
A et B de I 1 les ensembles homx(^4, B) sont munis d'une structure 
de k-espace vectoriel, de sorte que la composition des morphismes 
soit k-bilinéaire. On ne suppose pas I additive. 

D'autres notations utilisées dans tout l'article sont introduites dans les ap- 
pendices. 

Première partie 

Préliminaires 

Après avoir rappelé les propriétés de base de la catégorie J 7 , dont l'étude 
constitue l'une des principales motivations de cet article, nous traitons d'une 
catégorie analogue, notée J- sur j, avec plus de détail. Cette catégorie s'avère 
essentielle autant pour la considération de la catégorie T que pour celle de la 
catégorie de foncteurs en grassmanniennes Tg r que nous introduirons dans la 
partie HT]; elle possède en outre un intérêt intrinsèque. 

Les sections [3] et H] constituent le soubassement des catégories de foncteurs en 
grassmanniennes, notamment Tç r : la première sous-tend sa description comme 
catégorie de comodules, la seconde sa description fonctorielle. 

1 Rappels sur la catégorie T 

Les résultats rappelés dans l'appendice [Cl s'appliquent à la catégorie F(k) ; 
rhypothèse lC.14l est vérifiée car le corps k est fini. Le foncteur projectif standard 

s f 

P v x , où V est un k-espace vectoriel de dimension finie, sera simplement noté 

£ f 

Pv ; de même, l'injectif standard I v k sera noté Iy- 

La plupart des résultats de cette section sont contenus dans [HLS93 , Kuh94aJ 
ou |Sch94| . par exemple. 

Comme le foncteur de dualité (f/) op — ► £[ est une équivalence de catégories, 
la proposition/ définition [CTÏ21 procure un foncteur D : !F(k) op — > .F(k), donné 
sur les objets par (DF)(V) — F(V*)*. 11 induit une équivalence de catégories 
entre (J rd f(k)) op et (k), où l'on note <F*(k) la sous-catégorie épaisse de F(k) 
constituée des foncteurs prenant des valeurs de dimension finie. 

Définition 1.1. Un objet F de T est dit auto-dual s'il existe un isomorphisme 
u : F ^> DF invariant par l'isomorphisme d'adjonction homjr(i 7 ', DF) ^ 
homjr(F,DF). 

Exemple 1.2. Les objets simples de T sont auto-duaux (cf. |Kuh94b] ) . 

Décomposition scalaire et tors de Frobenius Suivant la notation IC.19| 
nous poserons ^(k) = {F e Ob.F|VÀ e k F(X.id) = X l .id}. La catégorie 
Jo(k) est la sous-catégorie des foncteurs constants de ^-"(k), elle est canonique- 
ment équivalente à £t ; nous identifierons par la suite ces deux catégories. La 
décomposition scalaire d'un foncteur F de ^(k) (proposition /définition fC.20|) 
s'écrit donc F ~ F(0) © F 1 • • • ® F q - 1 . On notera F = F 1 © • ■ • © F q -i. 
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Si V est un objet de El, nous noterons Py,i pour (Pv)i- Pour V = k, on 
obtient la décomposition de Pt en somme directe de projectifs indécomposables. 
Explicitement, Pjç.o est le foncteur constant k, et pour 1 < i < q — 1, on peut 
voir Pk,i(V) comme le quotient de Pt{V) par l'espace vectoriel engendré par les 
[Au] - X i [v], pour A e k et v G V. 

Soit 4> l'automorphisme de la catégorie obtenu en tordant l'action des 
scalaires par l'automorphisme de Frobenius de k. Le foncteur de précomposition 
<jy* : J-(k) — y J-(k) est appelé tors de Frobenius. Il induit, pour tout entier naturel 
i, une équivalence de catégories entre ^(k) et !F p i{k). 

Changement de corps Soit K une extension finie de k. Les foncteurs d'ex- 
tension des scalaires t : E^ — » £ k et de restriction des scalaires r : £% — > £& sont 
mutuellement adjoints (i.e. t est adjoint à droite et à gauche à r), de même que 
leurs variantes entre £^ et £ K , que nous noterons encore t et r par abus. On en 
déduit que les foncteurs t*£» : JT(k) — > J-(K) et r*i* : T{K) —> J-(k) sont mu- 
tuellement adjoints. On rappelle que l'indice (resp. exposant) étoilé indique la 
postcomposition (resp. précomposition) — cf. appendice ICI Pour plus de détails 
à ce sujet, voir |FFSS99j . §3. 

Le foncteur r*t* : T(K) — » .F(k) est appelé encore restriction des scalaires, 
et t*£* : J-(k) — > !F(K) induction. 

Le foncteur différence et les objets polynomiaux de !F(k) Ces notions 
dépendent exclusivement du caractère additif de la catégorie source ££. SiV est 
un objet de cette catégorie, le foncteur de décalage par V est l'endofoncteur de 
J-(k), noté Ay, de précomposition par • © V : £ [ — > £[ . Cette construction est 
fonctorielle en V ; ainsi, du fait que la composition — > k — > est l'identité, et 
que Ao ~ id^-, on obtient un scindement At ~ id® A, où A est appelé foncteur 
différence de ^(k). 

Le résultat classique suivant (cf. |Pow98bj . appendice) est une application 
des propositions IC.17I et IC 181 

Proposition 1.3. 1. (a) Le foncteur de décalage Ay est adjoint à droite 
à ■ ® Pv ; cette adjonction est naturelle en V . 

(b) Le foncteur différence A est adjoint à droite à • <8> P^. 

2. (a) Le foncteur de décalage Ay est adjoint à gauche à ■ ® Iy ; cette 
adjonction est naturelle en V . 

(b) Le foncteur différence A est adjoint à gauche à ■ I<t. 

Notation 1.4. Nous désignerons par ^"(k) la sous-catégorie épaisse de jF(k) 
noyau du foncteur exact A™ +1 , où n G N. Pour n entier strictement négatif ou 
— oo, on convient que !F n (k) est la sous-catégorie réduite à 0. 

Définition 1.5. Soit F un foncteur de J-(k). 

1. On dit que F est polynomial s'il existe n tel que F G ObJF™(k). Le plus 
petit n ayant cette propriété s'appelle alors le degré de F, et se note degF. 

2. On dit que F est analytigue s'il est colimite de ses sous-foncteurs poly- 
nomiaux. On note ^L(k) la sous-catégorie pleine de J-(k) des foncteurs 
analytiques. 

3. On dit que F est coanalytigue s'il est limite de ses quotients polynomiaux. 
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La proposition suivante se trouve démontrée dans [Kuh94a (§ 4), par exemple. 
Nous détaillons la démonstration du corollaire qui s'en déduit afin d'illustrer des 
raisonnements utiles dans d'autres catégories de foncteurs. 

Proposition 1.6. 1. Les foncteurs projectifs standard de J-(k) sont coana- 
lytiques. 

2. Les joncteurs injectifs standard de !F(k) sont analytiques. 

On rappelle (cf. § IB.1[) qu'un objet pfoo (resp. co-pfoo) est un objet qui admet 
une résolution projective (resp. injective) de type fini. 

Corollaire 1.7. 1. Un fondeur de .F(k) est fini si et seulement s'il est po- 
lynomial et à valeurs de dimension finie. 

2. La sous- catégorie pleine .F*(k) des objets finis de F(k) est préservée par 
le produit tensoriel et par le joncteur différence. 

3. Les objets finis de T(jk) sont pfoo et co-pfoo ■ 
4- La sous-catégorie F w (k) de J-(k.) est épaisse. 

5. Un objet de .F(k) est de co-type fini si et seulement s'il est analytique et 
de socle fini. 

Démonstration. Le foncteur (A, evo) '■ J~ ^ J- x £ (on rappelle que evo désigne 
le foncteur d'évaluation en — cf. notation lC.2p est exact et fidèle, car le noyau 
de A est constitué des foncteurs constants. La proposition IB.17I montre alors 
qu'un foncteur F tel que AF est fini et que F(0) est un espace vectoriel de 
dimension finie est lui-même fini. Par récurrence, on en déduit qu'un foncteur 
polynomial à valeurs de dimension finie est fini. La réciproque résulte de la 
proposition ll.6[ puisqu'un objet simple se plonge dans un injectif standard. 

La deuxième assertion découle de la première, en raison de l'isomorphisme 
naturel A (F © G) ~ (AF © G) © (F © AG) © (AF © AG). 

Comme le foncteur exact et fidèle (A, et>o) commute aux colimites, la propo- 
sition [BTÎ6] montre qu'un foncteur F tel que F(0) est de dimension finie et que 
AF est pfoo est lui-même pfoo- On en déduit le caractère pf^ des objets finis; 
le cas co-pfoo est dual. 

La quatrième assertion se déduit de la précédente via la proposition IB . 1 II 

Un objet de co-type fini est toujours de socle fini ; il est aussi analytique, 
dans !F, parce que les injectifs standard le sont. La réciproque est donnée par 
la proposition IB . 14l □ 

L'assertion [3] de ce corollaire, particulièrement importante, est due à L. 
Schwartz (cf. [Sch94p . 

Les objets simples de T{k) La propriété suivante est une conséquence clas- 
sique du caractère polynomial des foncteurs finis de F(k). Dans |Kuh02| . on 
trouvera une démonstration de cet énoncé, sous une forme plus générale (qui ne 
suppose plus k premier). 

Proposition 1.8. On suppose d = 1, Le. le corps k premier. Soit n un entier 
naturel. 

Il existe un diagramme de recollement 

^ n ~ 1 (k) F"(k) Mod k[Sn] . 
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Par la proposition IB.221 on en déduit le résultat suivant. 

Corollaire 1.9. Supposons d = 1. La décomposition par le degré polynomial 
induit un isomorphisme de groupes de Grothendieck 

Gi(f(l))^0G o / (Mod ïp[s „ ] ). 

Proposition 1.10. Les automorphismes des objets simples de J-(k) sont réduits 
à k : k est un corps de décomposition de la catégorie ^(k). 

Comme le produit tensoriel est un bifoncteur exact en chaque variable, que 
son unité k est finie et qu'il préserve les objets finis, il induit une structure 
d'anneau sur Gg(J r (k)). 

La proposition suivante est établie dans [K uh94bj . 

Proposition 1.11 (Kuhn). Si S est un objet simple de T , alors S^k®") est un 
G i„(k) -module nul ou simple pour tout n G N. 

La conjecture artinienne La terminologie employée dans ce qui suit est 
rappelée dans l'appendice iBl 

Nous donnons différentes formulations équivalentes de la conjecture arti- 
nienne (conjecture [T]). Pour la démonstration et plus de détails, voir [PowOOaj 
ou [Djâb] . 

Proposition 1.12. Les assertions suivantes sont équivalentes. 

1. La catégorie T est localement noethérienne. 

2. Les projectifs standard Py sont des objets noethériens de T ■ 

3. La catégorie T est co-localement artinienne. 

4- Les injectifs standard Iy sont des objets artiniens de J-. 

5. Le produit tensoriel de deux objets artiniens de T est artinien. 

6. Le produit tensoriel de deux objets noethériens de T est noethérien. 

7. Le socle d'un objet de type fini de T est fini. 

8. Les objets injectifs de T u restent injectifs dans T . 

9. Pour tout fondeur de type fini F de T, l'ensemble des classes d'isomor- 
phisme de fondeurs simples S de J- tels que Ext^(F, S) ± est fi m. 

L'assertion H] constitue la forme originelle de la conjecture (l'intérêt particu- 
lier pour les injectifs provenant des liens avec les modules instables sur l'algèbre 
de Steenrod — cf. [HLS93 ), c'est pourquoi clic est appelée conjecture artinienne. 

Les premières avancées significatives sur la conjecture artinienne remontent 
à Piriou ( Pir97]). Powell a accompli plusieurs progrès importants (cf. [PowOObj . 
|Pow98c| et |Pow98a| ) . Dans |Dja06| , nous démontrons de nouveaux cas de cette 
conjecture; les résultats de |Djaa| (ou |Djab| ) déduits de l'étude des catégories 
de foncteurs en grassmanniennes surpassent ces résultats. 

Il est naturel de poser la question du caractère localement noethérien ou 
co-localement artinien d'autres catégories de foncteurs Fct(X, £), où T est une 
catégorie essentiellement petite vérifiant l'hvpothèse lC.14[ On ne saurait obtenir 
une réponse affirmative en général, comme le montre l'exemple élémentaire sui- 
vant. Cependant, toutes les catégories de foncteurs que nous rencontrerons par la 
suite semblent « très probablement » localement noethériennes et co-localement 
artiniennes. 
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Exemple 1.13. Soit X la petite catégorie telle que ObX = N et homj(n, m) = * 
(ensemble à un élément) si n = ou n = m, sinon. Le projectif standard de 
type fini Pq de Fct(X,£) est le foncteur constant k, puisque est objet initial 
de X. Ce n'est pas un objet noethérien. En effet, pour tout entier n > 0, l'image 
Ai du monomorphisme (J) Pf — > Pf dont chaque composante P? — » P x 

0<i<n 

est induite par le morphisme — > i associe à l'objet i l'espace vectoriel k si 
< i < n, sinon. Aussi (A,-),*>o est-elle une suite strictement croissante de 
sous-objets de Pq. 

Powell a émis la version renforcée suivante de la conjecture artinicnnc. 

Conjecture 1.14 (Conjecture artinienne forte). Pour tout n G N, le foncteur 
P^en est noethérien de type n. 



2 La catégorie T sur j 

Notation 2.1. Nous noterons £g ur j (k) et £{ n - (k) les sous-catégories de S[ ayant 
les mêmes objets et dont les morphismes sont respectivement les épimorphismcs 
et les monomorphismes de £j[. 

Si ï est une partie de N, nous noterons £ J urj (k) la sous-catégorie pleine de 

£g ur j (k) dont les objets sont les espaces vectoriels dont la dimension appartient 
à I. 

On introduit enfin les catégories de foncteurs 

F surj {k) =Fct(£/„ rj .(k),£ k ), 

F inj (k) = Fct(£f nj (k),£ k ), 
^ surj (k) = Fct(£ I surj (k),£ k ). 

On rappelle que, conformément aux conventions générales, on omettra sou- 
vent la mention au corps k dans la notation de ces catégories. 

L'idée d'étudier une catégorie de foncteurs en utilisant la catégorie de fonc- 
teurs auxiliaire obtenue en ne conservant comme morphismes à la source que les 
épimorphismes, implicite dans les travaux de Suslin, apparaît chez Scorichenko. 
Elle est exposée dans l'article « Stable K-theory is bifunctor homology » (§ 4) 
de Franjou et Pirashvili du volume FFPS03 . 

Nombre des résultats présentés dans cette section sont connus, mais ils ne 
semblent pas avoir fait l'objet d'une exposition systématique dans la littérature. 



2.1 Généralités 

Le foncteur de dualité (£f) op — > £* induit une équivalence de catégories entre 
(£surj)° P e * ^inj- ^ n e n dédu it une dualité entre les catégories 

•P surj *P inj (cf. 

proposition /définition ITJ . 12|) . Par conséquent, nous nous bornerons souvent à 
énoncer les résultats relatifs à l'une des deux catégories, privilégiant, dans cette 
section, la catégorie !F sur j . 

La considération d'une seule de ces catégories n'aurait néanmoins pas suffit 
à nos investigations ultérieures : la catégorie T sur j intervient dans l'étude des 
catégories de foncteurs en grassmanniennes ; en retour, celles-ci fournissent des 
renseignements non triviaux sur la catégorie J-"i n j — cf. section 1131 
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Notation 2.2. 1. Si V est un espace vectoriel de dimension finie, nous nO- 
sur ' . . £ f ■ su • 

terons simplement Py Urj le projectif standard P v SUTi j et Iy rj l'injectif 

standard I v " J - ri . Nous noterons de même Py-* et I l y^ pour Py n ' et Iy" 3 
respectivement . 

2. L'espace vectoriel k® n de dimension n sera noté E n . 

3. Nous noterons ev n = ei)E n ■ J~ S urj —* £ et cv„ = evE n ■ J- S urj — * 
k[GL„(k)]Mod les foncteurs d'évaluation sur l'espace vectoriel E n (cf. no- 
tation IC2[) . Nous noterons aussi ev n et ev„ les foncteurs analogues de 
source Ti n j- 

Les considérations du paragraphe IC. 61 fournissent le résultat suivant. La no- 
tation < i en exposant désigne, selon nos conventions générales, la partie de N 
évidente. 

Proposition 2.3. Pour tout n G N, la sous-catégorie ë^-J 1 est une sous- 
catégorie complète à droite de (cf. définition \ C. 24\ ) ■ Par conséquent (cf. 
corollaire \C .26\) . on a un diagramme de recollement 

Ffûrj 1 2^ Ffuri ^ÏE k[GL„(k)]Mod 

n v 

où 7Z est le fondeur de restriction et V le prolongement par zéro. 

Remarque 2.4. Vespa a étudié (cf. [Ves05j . chapitre 3 et |Ves06| . § 4) une catégorie 
de foncteurs Ti ao dont la source s'obtient à partir d'une catégorie d'espaces 
quadratiques dont toutes les flèches sont des monomorphismes, et de ce fait 
très analogue à S[ n y Elle utilise une construction de foncteurs de Mackey qui 
permet d'éviter une partie des difficultés des catég ories J~ïnj ou J~surj ■ fo dia- 



gramme de recollement analogue à celui de la proposition 12.31 est trivial dans 
Ti SO (i.e. la catégorie qui apparaît au centre du diagramme se scinde en le pro- 
duit des deux autres catégories — cf. [Ves06], théorème 4.2), contrairement à ce 
qui advient dans T sur j ou Tmj . Ce phénomène est à rapprocher de ce que J-i so 
possède un foncteur de dualité, alors que Ti n j a un comportement « fortement 
non auto-dual » . 

Notation 2.5. Etant donné n 6 N, nous désignerons par i n : k [ Gin ( k )]Mod — » 
Tsurj (k) le foncteur de prolongement par zéro obtenu en considérant la sous- 
catégorie relativement connexe £™ urj -(k) ~ GL n (k) de -(k). On a ainsi un 
isomorphisme 

il(M)(V)~k[lso(E n ,V)] ® M 

k[GL„(k)] 

naturel enVeOb^etMe Ob k [ GLii ( k )]Mod. 

Par abus, nous désignerons de la même façon les foncteurs analogues dans 

<F; inj (k) • 

Nous noterons enfin Is„ l'objet i' n (k[GL n (k)]) de J r sur j(k), et S!^ ir ^ — î„(k). 

Ainsi, Iso ~ Sq UV:i est le foncteur de !F sur j égal à k évalué sur l'espace 
vectoriel et nul sur les espaces non nuls. 

Remarque 2.6. Les endofoncteurs i' n oev n et • <g) S'* 1 "'- 7 de J- sur j sont isomorphes. 
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Décomposition scalaire et tors de Frobenius La catégorie £ sur j n'est pas 
k-linéaire, mais elle possède une action naturelle du groupe multiplicatif k x . On 
en déduit, de façon analogue à la proposition IC . 20l l'énoncé suivant. 

Proposition et définition 2.7. Étant donné un entier i, notons J- sur j^{k) la 
sous- catégorie pleine de T sur j{k) formée des Joncteurs X tels que X(X.idy) — 
\ l .idx(v) pour tous À G k x et V G Ob£/ ur ,-. Les inclusions induisent une 
équivalence de catégories 

9-1 

surj (k) — J^J J~ surj.i (k) . 

On notera X ~ ©i=i Xi la décomposition naturelle d'un joncteur X de 
•Fsurj (k) qu'on en déduit, où Xi G Oh T sur j^(k) . On l'appelle décomposition 
scalaire de X . 

Contrairement au cas d'une catégorie de foncteurs de source k-linéaire, il 
n'y a pas de facteur correspondant à i = dans cette décomposition. Cela est à 
rapprocher de ce que la sous-catégorie pleine des foncteurs constants de J- SU rj 
n'est pas épaisse, contrairement à ce qui se produit dans T (rappelons que la 
sous-catégorie obtenue par la décomposition scalaire est celle des foncteurs 
constants de T) — cf. aussi proposition 12.391 

L'automorphisme <p de la catégorie El déduit du morphisme de Frobenius 
induit un automorphisme de la catégorie £/ ur ,-(k). La précomposition par ce 
foncteur procure un automorphisme de T sur j (k) que l'on appellera encore tors de 
Frobenius. Il induit une équivalence entre les catégories !F SU rj,ii^) et F S urj,pi^). 

On a des résultats analogues dans J-~i n j(k) et Tl ur ^, pour / CN. On obtient 
par exemple une variante de la proposition 12.31 en remplaçant J~^rj (P our * — 
n,n — 1) par Tf^ rj q _ 1 et GL„(k) par PGL n (k). 

Changement de corps Si K est une extension finie de k, on dispose de fonc- 
teurs de restriction !F sur j(K) — > F sur j{k) et d'induction .F SUI .j(k) — » Tsurj^K), 
définis comme dans T. Cependant, ces foncteurs ne sont plus adjoints : les 
foncteurs de restriction £^ K — > é - / et d'induction £[ — > se restreignent en 
des foncteurs £{ ur j(K) — » £{ ur j(k), mais ces restrictions perdent les propriétés 
d'adjonction des foncteurs initiaux. 

Produit tensoriel total Outre sa structure tensorielle usuelle, la catégorie 
J~ sur j possède une structure tensorielle qui possède l'avantage sur la structure 
usuelle de préserver les objets projectifs, et de bien se comporter à l'égard du 
foncteur fondamental w : J- sur j —>- J~ que nous introduirons au paragraphe ^. 31 
On rappelle que la notation Qr désigne l'ensemble des sous-espaces d'un 
espace vectoriel. 

Définition 2.8. Étant donnés deux objets F et G de T S urj\ on appelle produit 
tensoriel total de F et G le foncteur noté F ® G et défini comme suit. 
- Si A est un objet de £f ur j, on pose 

(F®G)(A)= F(V)®G(W). 

V,W^Qr(A) 
V+W=A 
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- Si u : A -» A' est un morphisme de £{ ur j , le morphisme 

(Fë>G)(u) : (F® G) (A) -> (F®G)(A') 

est défini comme la somme directe sur les sous-espaces V et W de A tels 
que V + W — A des morphismes 

F{V)®G{W) F{u)rsG{u) ) F{u{V))®G{u{W)) F{V')®G{W r ) 

V ,W'eQr(A') 
V'+W'=A' 

(où l'on note encore, par abus, u pour les morphismes V -» u(V) et W -» 
u(W) induits par u) — cette définition fait sens puisque u(V) + u(W) = 
u(V + W) = u{A) = A'. 

Proposition 2.9. 1. Le produit tensoriel total définit sur J- sur j une struc- 
ture monoïdale symétrique exacte d'unité Isq. 
2. Il existe un monomorphisme naturel F®G F (g) G pour F, G G Ob T sur j . 

La première assertion se vérifie par inspection. Le monomorphisme de la 
seconde assertion est donné par l'inclusion du facteur direct F(V) <S> G(V) de 
(F®G)(V) sur V e Ob£ f surj . 

Par la suite, lorsque nous nous référerons à des notions dépendant d'une 
structure tensorielle sur Tsurj, nous utiliserons l'adjectif total lorsqu'il s'agira 
de la structure définie par <g> , l'absence de qualificatif signifiant qu'il s'agit de 
la structure tensorielle usuelle définie par <x>. 

Lemme 2.10. Il existe un unique Joncteur £g Ur j x £{ ur j — > £{ ur j tel que le 
diagramme 

ff x ff s- ff 

^surj ^surj ^surj 



£f x £f £f 

commute. Il sera encore noté © par abus. 

Remarque 2.11. Par dualité, on en déduit un résultat analogue dans la catégorie 
£{ n j, où l'on peut aussi définir un produit tensoriel total. 

Proposition 2.12. // existe un isomorphisme pÇ 11 " 3 ® P^ r3 ~ PyZw naturel 
en les objets V et W de £{ ur j ■ 

Démonstration. Cette proposition s'obtient en linéarisant l'isomorphisme en- 
sembliste du lemme suivant. □ 

Lemme 2.13. // existe une bijection 

Epi f (A© B,E)~ ]\ Epi £ (A,V)xEpi £ (B,W) 

V,WeÇr(E) 
V+W=E 

naturelle en les objets A, B et E de £{ ur j- 

Corollaire 2.14. Le produit tensoriel total de deux objets projectifs de Tsurj 
est projectif. 
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2.2 Foncteur de décalage et objets finis 

Nous étudions les objets finis de T sur j et T m j à l'aide du foncteur de 
décalage, qui joue formellement le même rôle que le foncteur différence dans 
l'étude des objets finis de T . 

Définition 2.15. Etant donné un espace vectoriel de dimension finie V, on 
appelle foncteur de décalage par V dans T sur j (resp. J-'mj) l'endofoncteur de 
précomposition par • © V. 

Notation 2.16. Nous noterons S^ rj (resp. ô l y J ) l'endofoncteur de décalage 
par un espace V de la catégorie Tsurj (resp. J-'mj). Lorsque V — k, ce foncteur 
sera simplement noté 8 sur i (resp. ô m: >). 

De plus, l'exposant surj (resp. inj) sera omis lorsqu'aucune confusion ne 
pourra en résulter. 

Ainsi, l'association V h- > ôv est fonctorielle ; si V est de dimension n, les 
foncteurs ôv et ô n sont isomorphes. 

Les foncteurs de décalage commutent aux limites, aux colimites et au produit 
tensoriel (usuel), puisque ce sont des foncteurs de précomposition. 

Proposition 2.17. // existe un isomorphisme 

bomr„ ri (X ë P s A uri , Y) * hom^ (X, ô™ rj (Y)) 
naturel en les objets X , Y de T sur j et A de £ sur y 

Démonstration. On définit un morphisme naturel X — > ô s A urj (X ® P™ J ) par 
les inclusions 

X(V) X(y)(3NAl » X(V) ® PX urj (A)^ X(Wi) <8 P s A urj (W 2 ). 

W t +W 2 = V®A 

On vérifie, grâce à la proposition 12.121 que l'application naturelle 

hom^ r . (X § P A ur3 ,Y) - hom^_ (X, ô s A r ° (Y)) 

que l'on en déduit est un isomorphisme lorque X est un projectif standard. Le 
cas général s'en déduit par passage à la colimite. □ 

Proposition 2.18. Il existe dans J- sur j un isomorphisme 
Ô A {I S D^ I™J®I™i{A) 

naturel en les objets A et B de S^urj- 

Démonstration. Cette proposition s'obtient par linéarisation de la bijection du 
lemme 12.131 (ou à partir de la proposition précédente et du lemme de Yoneda) . 

□ 

Corollaire 2.19. 1. Les joncteurs de décalage de J- sur j préservent les objets 
injectifs et les objets de co-type fini. 
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2. Les joncteurs de décalage de Ti n j 'préservent les objets projectifs de type 
fini et les objets de type fini. 

Lemme 2.20. 1. Soit X un objet de J- sur j tel que X(0) est de dimension 
finie et 5{X) fini dans T SU rj- Alors X est un objet fini de Tsurj- 
2. Soient ieNU {oo} et X un objet de T n j tel que X(Q) est de dimension 
finie et ô(X) pfi dans T{ n j. Alors X est un objet pfi de T n j. 

Démonstration. Le foncteur {5 surj ^vq) : T SU rj — > T SU rj x £ est exact et fidèle. 
Le premier point résulte donc de la proposition IB.17I 

Pour le second, on utilise le foncteur (ô mj ,evo) ■ T n j — * Finj x £■> qui 
est exact et fidèle, commute aux colimites et conserve les objets projectifs de 
type fini (cf. corollaire l2.19[) . La conclusion est donc donnée par la proposition 
lËTTël □ 

Proposition 2.21 (Objets finis, de type fini de T SU rj)- Soit X un objet de 
T sur j. Les assertions suivantes sont équivalentes : 

1. l'objet X est fini; 

2. l'objet X est de type fini; 

3. l'objet X est à valeurs de dimension finie et nilpotent pour le foncteur 
décalage S (cette dernière condition signifiant encore que X(V) = si 
dimV est assez grande). 

Démonstration. Il est clair que 1 implique 2. 

Le foncteur projectif standard Py Urj associé à un espace V de dimension 
n est à valeurs de dimension finie et annihilé par le foncteur <5 I1+1 , puisque 
Epi (V, W) = si dim W > n + 1 . Cela montre que la deuxième assertion 
implique la troisième. 

Enfin, la troisième implique la première par le lemme E. 201 □ 

Dualement, on a le résultat suivant. 

Proposition 2.22 (Objets finis, de co-type fini de Ti n j). Soit X un objet de 
!Fi n j . Les assertions suivantes sont équivalentes : 

1. l'objet X est fini ; 

2. l'objet X est de co-type fini; 

3. l'objet X est à valeurs de dimension finie et nilpotent pour le foncteur 
décalage ô. 

Corollaire 2.23. 1. Tout objet de T sur j est localement fini ; en particulier. 
Tsurj est une catégorie localement noethérienne. 

2. Tout objet de T{ n j est co-localement fini; en particulier, T{ n j est une 
catégorie co-localement artinienne. 

Corollaire 2.24. 1. Les objets finis de Tnj sont pfoa- 
2. Les objets finis de T SU rj sont co-pf^ . 

Démonstration. La première assertion s'obtient en combinant le lemme 12.201 et 
la proposition 12.221 La seconde s'en déduit par dualité. □ 
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Notation 2.25. On note T l ir \j pour (F in j) l f la sous-catégorie des objets loca- 
lement finis de Tmj- Celle-ci est épaisse parce que les objets finis de Ti n j sont 
de présentation finie, de sorte que l'on peut appliquer la proposition IB.11I 

Corollaire 2.26 (Filtration canonique dcins J~ sut j 

). Etant donné n G N, notons 
T n l'endo fondeur de T SU rj composé du Joncteur de restriction 1Z : T SU rj — * 
^ suri e t du prolongement par zéro V : — > T sur j ; la coùnité de l'adjonction 
entre IZetV fournit un monomorphisme T n <—* id. 

Pour tout objet F de J- sur j, (T„(i 7 '))„ e N est une suite croissante de sous- 
objets de F de réunion F. Si F est à valeurs de dimension finie, alors les 
T n (F) sont finis. 

Cette filtration est similaire à la filtration polynomiale dans T (cf. par 
exemple |Pow98bj . §2 à ce sujet). Notons T^ om = T„/T„_i ; il existe un iso- 
morphisme canonique T% om (X) ~ X ® S s n ur: > , où S^ urj = i l n (k) est défini dans 
la notation 12.51 Contrairement à ce qui advient pour la filtration polynomiale 
dans J 7 , les foncteurs T n et T^ om sont exacts. 

Proposition 2.27 (Objets simples de Tsurj). Un objet S de Tsurj est simple 
si et seulement s'il existe n G N tel que ev n (S) est un h[GL n (k)]-module simple 
et que evk(S) = pour k =/= n. Il revient au même de dire que S est isomorphe 
à i' n (R) pour un certain n £ N et un certain k[GL n (k)]-module simple R. 

Démonstration. Un objet simple dans une sous-catégorie épaisse Tj u n r j reste 
simple dans T SU rj ; réciproquement, la proposition 12.211 montre qu'un objet 
simple de J- sur j appartient à une sous-catégorie Tf u n r j. La conclusion s'obtient 
alors en combinant les propositions 12.31 et IB.22I □ 

Exemple 2.28. Les objets S^ rj sont simples dans T SU rj- 

Remarque 2.29. On peut formaliser ce raisonnement en notant que £ S urj est la 
colimite filtrante (en un sens à préciser) des sous-catégories E-jurj e ^ 1 ue i P ar 
conséquent, T SU rj es t la limite filtrante (id.) des J-f u n r j- Kuhn détaille (dans le 
cadre analogue de la catégorie T) cet argument dans [Kuh94bJ, § 2. 

Corollaire 2.30. Dans T SU rj, le produit tensoriel total, donc a fortiori le pro- 
duit tensoriel usuel, de deux objets finis, est fini. Cela munit le groupe de Gro- 
thendieck Gl(J- sur j) d'une structure d'anneau commutatif sans unité (le fonc- 
teur constant k n'étant pas fini) via £§>, et d'une structure d'anneau commutatif 
(unitaire, le fondeur Iso étant fini) via ® . R est isomorphe, pour la première 
structure, à l'idéal 

0G£( k[GL „ (k)] Mod) 



de l'anneau produit 



II G o U[GL„(k)]Mod) 



(chaque facteur étant muni de la structure d'anneau induite par le produit ten- 
soriel sur k). 

2.3 Le foncteur w : J-surj —> F 

Nous établissons dans ce paragraphe les liens élémentaires entre les catégories 

T et j surj • 
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Le foncteur d'oubli o : T — » T sur j 

Notation 2.31. Le foncteur de précomposition par le foncteur d'inclusion 
£{ urj — > £^ sera noté o : .F — > ■Tw-j . 

Ce foncteur est exact et fidèle. 

Proposition 2.32. L'image par le foncteur o : T — > J- sur j d'un objet simple 
de T est un objet unisérieSQ de T sur j , dont la filtration canonique est l 'unique 
suite de composition. 

Démonstration. Soient S un objet simple de T et X un quotient de o(S). Pour 
tout n G N, la projection n n : S(E n ) -» X(E n ) est soit nulle, soit un isomor- 
phisme, par la proposition 11.111 

Comme o(S) transforme les morphismes de £ sur j en des épimorphismes, la 
commutation des diagrammes 



S(E m ) ^ S(E n ) 

X{E m ) *X{E n ) 



pour m > n (induits par un épimorphisme arbitraire E m -» E n ) montre que 
X(E n ) = si X(E m ) = 0. Cela démontre la proposition. □ 

Nous spécifions maintenant le cas particulier, immédiat mais important, du 
foncteur constant de T. 

Notation 2.33. Pour tout i G N, on désigne par k- 1 l'image du foncteur 
constant k de F^ r j par le foncteur de prolongement par zéro V : J^ri ~^ 3~ S ur j ■ 

Corollaire 2.34. Pour tout n € N, il existe une suite exacte — ► —> 
k^ n -> k^ ïl+1 0. De plus, S™^ est le socle de k^ n . 

L 'objet k de J- sur j est unisériel, de suite de composition Sq UT:> , Sl wrj , . . . , S% ur - 

Ce résultat est à comparer avec le résultat fondamental sur la structure du 
foncteur If 2 de J-(¥2) : la filtration polynomiale de ce foncteur est son unique 
suite de composition, et son n-ième quotient est isomorphe au foncteur n-ième 
puissance extérieure A™, qui correspond à la représentation triviale de GL n (¥ 2 ). 
De plus, Ip 2 est le « plus petit » injectif indécomposable non constant de J-(¥ 2 ). 
Le foncteur k ~ j^ ur J es ^ \ e « p ms petit » injectif indécomposable de J- sur j(k) ; sa 
filtration canonique est son unique suite de composition, et son n-ième quotient 
est T^ om (k) ~ (cf. corollaire 12.26p . qui correspond à la représentation 

triviale de GL n (k) (noter qu'ici on a également un facteur pour n = 0). 

Le corollaire 1 2 . 341 interviendra de façon cruciale dans la section flO.il 



L'adjonction entre les foncteurs o et w 

Proposition et définition 2.35. // existe un foncteur exact et fidèle, noté 
w : J- sur j — » T ' , donné de la façon suivante. 

2 i.e. l'inclusion est un ordre total sur l'ensemble de ses sous-objets. 
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- Si F est un objet de T a urj et V un objet de £* , on pose 

KF))(V)= F(W). 
weg r (v) 

- Si F est un objet de J- SU rj et V — ► V une flèche de £* , et si W et W 
sont des sous-espaces respectifs de V et V' , la composante F(W) — » F(W') 
de (zu{F)Mf) est égale à F (g) si f(W) — W, où g est l'épimorphisme 
W -» W induit par f , et nulle sinon. 

- Si F G est une flèche de J- sur j, le morphisme w(u) : w(F) — > w{G) de 
T est défini, sur l'espace vectoriel de dimension finie V , comme la somme 
directe sur les sous-espaces W deV des morphismes uw '■ F(W) — + G(W). 

Proposition 2.36. 1. Le joncteur o est adjoint à droite au fondeur w. 

2. Pour tout espace vectoriel V de dimension finie, on a un isomorphisme 
w(PÇ^) ^P v . 

3. Pour tout espace vectoriel V de dimension finie, on a un isomorphisme 

o(i v )^ e i% rj . 

WeGr(V) 

4- Le fondeur o préserve les objets de co-type fini et, plus généralement, les 

objets co-pf, où i G N U {oo}. 
5. Ll existe un isomorphisme w{F ®G) ~ vv(F) ®w{G) naturel en les objets 

F* Gt (j~ diG- 'J~ sut j ' 

Démonstration. Soient X un objet de T sur j et F un objet de T. Un morphisme 
m{X) — » F est la donnée, pour tout V G Ob£* et tout sous-espace W de 
V, d'une application linéaire uy,w '■ X(W) — > F(V) de sorte que, pour tout 
/ G hom £ f(V, V), le diagramme 

X(W)^F(V) (1) 



XU) 



Hf) 



nW)^,F{V) 

commute, où l'on a posé W' — f(W). Les applications linéaires uy,v fournissent 
en particulier un morphisme X — > o(F) dans J-surj- 

Réciproquement, si a : X — > o(F) est une flèche de T sur j, définissons, pour 
V G Ob£f et PU G Gr(V), une application linéaire u VM : X(W) ^ F{W) 
F(V), la dernière flèche étant induite par l'inclusion. 11 est clair que les dia- 
grammes (HJ commutent, de sorte que u fournit un morphisme w(X) — » F dans 
T. On vérifie aussitôt que les deux applications naturelles entre homjF s „ rj (X, o(F)) 
et ho~mjr(vcj(X), F) définies précédemment sont réciproques l'une de l'autre, ce 
qui établit le premier point. 

Les assertions [2] et |3] s'obtiennent par adjonction à partir du lemme de Yo- 
neda : on a des isomorphismes naturels 

hom^MP^'),F) ~ hom^(P~ rj ',o(F)) ~ o(F)(V) = F(V) ~ hom^(P v ,P) 
et 

hom^.(X,o(/ v )) ~ bomr(w(X),I v ) ~ w(X)(V) = X(W) 

W£0r(V) 
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WeQr(V) 

La quatrième assertion provient de [3] et de l'exactitude de o. 
La dernière s'obtient à partir de la décomposition ensembliste naturelle des 
couples de sous-espaces d'un espace vectoriel V suivante : 

{(A, B)\A,Be Gr(V)} = ]J {(A, B) \ A, B e Gr{W), A + B = W}. 

WeÇr{V) 

□ 

Remarque 2.37. L'isomorphisme de la dernière assertion est adjoint au mono- 
morphisme canonique F (g) G o(zu(F) ® w{G)) donné sur l'espace A par 
l'injection du facteur direct 

F(V)®G{W)^ F(V)®G(W). 

V+W=A V,W£Çr(A) 

Proposition 2.38. Soient F un objet de T et i G N U {oo}. 

1. Si o(F) est artinien, alors F est artinien. 

2. Si o(F) est co-pfi, alors F est co-pf. 

Démonstration. Le foncteur o est exact et fidèle, ce qui fournit la première 
assertion, en appliquant la proposition IB . 1 5l De plus, il commute aux limites et 
transforme les cogénérateurs injectifs de T sur j en des objets injectifs de co-type 
fini. La variante duale de la proposition IB . 1 6l donne donc la deuxième partie de 
la proposition. □ 

La proposition suivante, que l'on vérifie par inspection, précise la compati- 
bilité entre les foncteurs o et w d'une part, et la décomposition scalaire et le 
tors de Frobenius d'autre part. 

Proposition 2.39. 1. Soit F G Ob T. Il existe des isomorphismes naturels 
o(F)i ~ o(Fi) pour 1 < i < q - 1 et o(F) q _ 1 ~ o(F,_i) © o(f (0)). 

2. Soit X G OhJ- sur j. Il existe des isomorphismes naturels cc7(X)o — X(0), 
w(X)i ~ w(Xi) pour 1 < i < q— 1 et ru(X) q ^ 1 ~ w(X q ^ 1 )/X(0). 

3. Les foncteurs o et vj commutent au tors de Frobenius, à isomorphisme 
naturel près. 

De façon similaire, le foncteur o commute aux foncteurs de restriction et d'in- 
duction associés à une extension finie du corps k. En revanche, le comportement 
du foncteur w relativement aux changements de corps est délicat. 

Nous donnons maintenant quelques traductions dans le cadre de la catégorie 
Finj de la proposition 12.361 

Proposition et définition 2.40. 1. Nous noterons Oi n j : T — * Ti n j le 
foncteur d'oubli (précomposition par l'inclusion £f n j — > £f ) ; il est exact 
et fidèle. De plus, il préserve les objets de type fini. 
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2. Il existe un fondeur exact et fidèle sur les objets 
par 

w ini {X){V)= X(V/W), 

W£Çr(V) 

le morphisme Wi n j(X)(V) — > zu in j(X)(V) induit par une application 
linéaire f : V — ► V ayant pour composante X(V/W) — > X(V'/W) l'ap- 
plication X(f), où f est le monomorphisme V/W — > V /W induit par f, 
si W = /^{W), sinon. 

3. Le Joncteur uj in j est adjoint à droite à o in j . 

Nous avons noté o in j le fonctcur d'oubli de T vers .Fmj, et simplement o 
plutôt que o sur j le foncteur d'oubli de T vers F sur j (qui est dual du précédent), 
car ce dernier interviendra beaucoup plus souvent. 

Une propriété homologique du foncteur vo Le comportement homolo- 
gique général de vo semble délicat ; dans le cas d'une action des groupes linéaires 
sur les foncteurs considérés, on dispose cependant de l'utile résultat suivant. 

Proposition 2.41. Soient n un entier strictement positif et Z un objet de T sur j 
vérifiant les propriétés suivantes : 

1. l'action du groupe linéaire sur le G X„ + i(k) -module M = cv n+ i(Z) (resp. 
le G X„(k) -module N — ev n (Z)) est triviale; 

2. le morphisme u : M — » N induit par la projection E n+ \ -» E n sur les n 
premières coordonnées est injectif ; 

3. on a Z(E k ) = si k £ {n,n+l}. 

On note X = Ï n+1 {M) et Y = i' n (N). 
Alors l'extension 

-» w(Y) -» w(Z) td(X) 

de T obtenue par application du foncteur exact w à la suite exacte 0^1"^ 
Z — > X — > de T sur j est essentielle. 

Démonstration. Considérons un morphisme / : uj(Z) —> F de T dont la restric- 
tion à w(Y) est injective. On établit que l'application linéaire fv '■ w(Z)(V) — > 
F(V) est injective pour tout V G Ob£f par récurrence sur dimT^. C'est clair si 
dim V < n, nous supposerons donc dim V > n. 

Soit a un élément de ker fy ; si W (resp. B) est un sous-espace de dimension 
n + 1 (resp. n) de V, notons xw (resp. ys) l'élément de M (resp. N) corres- 
pondant à la composante de a dans X(W) ~ M (resp. Y(B) ~ N). Pour tout 
élément v non nul de V, l'hypothèse de récurrence montre que l'image de a dans 
zu{Z)(V/v) est nulle. Soient H un sous-espace de dimension n de V/v et W son 
image réciproque dans V : la composante dans Z(H) de cette image est 

u{x w ) + ys = 0- 

BdÇr n (V) 
W=B(3v 
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Étant donné un sous-espace W de dimension n + 1 de V, faisons la somme 
des relations ainsi obtenues pour v G W \ {0} : on obtient 

u{x w )+ ^2 VB=0, 

v£W\{0},B£Çr n (W) 
W=B®v 

soit 

u(x w )= Card(W\B)y B . 

BeQr n (W) 

Mais comme n > 0, les cardinaux qui apparaissent dans cette somme, égaux 
à q n+1 — q n = q n (q — 1), sont nuls dans k, d'où u(xw) = 0. 

Comme u est supposé injectif, cela donne xw = ; autrement dit, a G 
w(Y)(V). Puisque la restriction à w{Y){V) de fy est par hypothèse injective, 
il vient finalement a = 0. Ainsi, l'extension de l'énoncé est bien essentielle. □ 

Foncteurs de Powell Les duaux des foncteurs définis ci-après ont été intro- 
duits par Powell dans [Pow98cJ (où la catégorie J- sur j n'apparaît pas explicite- 
ment) sous le nom de foncteurs co-Weyl; il en a montré l'intérêt dans l'étude 
de la conjecture artinienne. 

Définition 2.42. On appelle fondeur de Powell l'image par le foncteur w : 
Fsurj — * F d'un objet simple de T sur j. 

Nous nommerons filtration de Powell d'un foncteur F de T toute filtration 
finie 

= i o ciiC-'C4 = F 
de F dont les sous-quotients Af/A^i sont des foncteurs de Powell. 

Dans [Pow98ç], les foncteurs possédant une filtration de Powell sont ap- 
pelés foncteurs DJ-bons. De nombreuses propriétés en sont établies. Nous nous 
contenterons de démontrer la stabilité par produit tensoriel, particulièrement 
commode avec le formalisme de la catégorie T SU rj- 

Proposition 2.43. Si X est un objet fini de T sur j, alors w(X) admet une 
filtration de Powell. 

Cette propriété résulte de l'exactitude du foncteur w. 

Exemple 2.44. Les projectifs standard Py ~ m(P v urj ) de T admettent une 
filtration de Powell. 

Corollaire 2.45. Le produit tensoriel de deux foncteurs de T possédant une 
filtration de Powell admet une filtration de Powell. 

Démonstration. Cela provient de la dernière assertion de la proposition ^. 36l du 
corollaire 12.301 et de l'exactitude du produit tensoriel de T. □ 

Ce corollaire, qui illustre l'intérêt du produit tensoriel total, est établi dans 
|Pow98cj à partir d'un critère homologique pour l'existence d'une filtration de 
Powell. 

Signalons également le lien entre les objets simples de T et T 8ur j réalisé par 
les foncteurs de Powell, qui se déduit de |Pow98cj . §2.3 (cf. aussi [Kuh94bJ). 
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Proposition 2.46 (Kuhn-Powell). Le cosocle d'un fondeur de Powell est simple. 
De plus, tout joncteur simple de T est le cosocle d'un unique fondeur de Powell, 
à isomorphisme près. 

Remarque 2.47. Cette propriété procure un isomorphisme de groupes Gq(J-) ~ 
Gl(J- sur j). En revanche, les structures multiplicatives sur G^ÇF^rj) et Gq(J-) 
semblent fort délicates à comparer. 

Liens avec la conjecture artinienne A l'aune du corollaire l2.231 les problèmes 
de finitude dans T sur j se posent en les termes suivants. 

Conjecture 2.48. La catégorie J- sur j est co-localement artinienne. 

Par dualité, cette conjecture équivaut au caractère localement noethérien de 

Proposition 2.49. La conjedure \2.48\ implique la conjecture artinienne. 

Démonstration. Si la conjecture 12.481 est vérifiée, o(Iv) est artinien pour tout 
V E ObS* (cf. proposition 12. 36l l3"j) ; la proposition 12.381 montre que les injectifs 
standard ly de T sont alors également artiniens. □ 

Il ne semble en revanche exister aucun argument formel pour obtenir la 
réciproque de la proposition 12.491 

Notation 2.50. Etant donné n € N, nous noterons P(n) l'objet zu(ls n ) de T. 

On a ainsi un isomorphisme canonique P(n)(V) ~ k.\Pls(E n , V)] pour V G 
Ob£/. 

Lemme 2.51. 1. Etant donné un objet X de T sur j, les assertions suivantes 
sont équivalentes. 

(a) L'objet X est de co-type fini. 

(b) L'ensemble {n G N hom (Is„, X) ^ 0} est fini et X est à valeurs de 
dimension finie. 

(c) Le socle de X est fini. 

2. Soit X un objet co-tf de T sur j . Les assertions suivantes sont équivalentes. 

(a) L'objet X est co-pf. 

(b) L'ensemble {n G N | Ext 1 (Is„, X) ^ 0} est fini. 

Proposition 2.52. La conjecture artinienne équivaut à l'assertion suivante : 
pour tout objet de co-type fini F de T ', l'ensemble 

{n eN|Ext^r(P(n),F) ^ 0} 

est fini. 

Le lemme et la proposition précédents sont laissés au lecteur, qui pourra en 
trouver la démonstration dans |Djab| . 

Powell a émis, à partir des résultats de |Pow98cj . la conjecture suivante, dont 
nous proposerons une version renforcée ultérieurement. 

Conjecture 2.53 (Conjecture artinienne très forte). Pour tout objet simple S 
de T aur j tel que ev n (S) ^ 0, le fondeur de Powell uj(S) est simple noethérien 
de type n. 
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2.4 Liens avec les systèmes de coefficients 

Nous rappelons la définition de Dwyer de la catégorie des systèmes de coef- 
ficients ( |Dwy80| ). 

Convention 2.54. Dans ce paragraphe, on note R n : k[G£„ + i(k)]Mod — * 
k[GL„(k)]Mod, pour n G N, le foncteur de restriction. Le groupe GL n (k) est 
plongé dans GL m (k), pour n < m, par 

A 

Ira-, 

On note, si n < m sont des entiers, l n ,m ■ E n E m l'inclusion x \— » (x,0). 
On note enfin, pour n < m, GL(m,n) le sous-groupe de GL m (k) des auto- 
morphismes g de E m tels que g o Z n m = l n ^ m . 

Remarque 2.55. Comme le sous-groupe GL n (k) de GL m (k) normalise GL(m, n), 
on peut voir le foncteur M i— > j\,f GL ( m <™) (invariants sous l'action de GL(m,n)) 
défini sur les GL m (k)-modules comme un sous- foncteur de la restriction R„ . . . R m -i : 

k[GL m (k)]Mod — > k[GL„(k)]Mod. 

Définition 2.56. On note £^ oe f la catégorie dont les objets sont les espaces E n 
pour n G N, les morphismes étant donnés par honw (E n ,E m ) = GL rn (k) si 

coef 

ri < m, si n > m, et où la composition est définie comme suit. Si < n < 
m < k sont des entiers, la composée g o h, où g G hom £ / (E m ,Ek) = Gife(k) 

et h G hom £ / (E n ,E m ) — GL m (k), est l'élément g.a mt k{h) de GLfe(k) = 

hom £ / (E n ,E k ). 

On note Coe/ la catégorie Fct(8^ oe j, £) ; ses objets sont appelés systèmes de 
coefficients. 

Remarque 2.57. Dans |Dwy80| , un système de coefficients est une suite (M„)„ 6 n, 
où M n est un GL n (k)-module à gauche, munie de morphismes de GL„(k)- 
modules r n : M n —> R n (M n+1 ). 

L'équivalence entre cette définition et la nôtre résulte de ce que la catégorie 
^coef est engendrée (cf. [ML 71] , chapitre II, § 8) par les éléments de GL n (k) = 
hom g / (E n ,E n ) et les morphismes i n , m '■ E n — > E m correspondant à I m G 

GL m (k), pour n < m, soumis aux relations i n ,n+ig = a n ,ii+i(s) G hom £ / (E n , E n+ i) 

pour n G N et g G GL n (k) . 

Lemme 2.58. On définit un foncteur plein et essentiellement surjectif ' £ coe j —* 
£ in - de la façon suivante : 

- on associe à l'objet E n de £ coe t l'objet E n de £{ n j ; 

- si < n < m sont des entiers, on associe à g G honw (E n ,E m ) = 

GL m (k) le monomorphisme E n c — > E rn composé de l'inclusion l n ,m ■ 
E n <^-> E m et de l'automorphisme g : E m — > E m . 

Ce lemme se vérifie par inspection. 

Notation 2.59. On note C : Ti n j — > Coef le foncteur de précomposition par 
le foncteur du lemme [2.581 
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On rappelle que la notion de sous-catégorie de Serre est introduite dans la 
définition ETUI 



Proposition 2.60. Le Joncteur C est pleinement fidèle; son image est une 
sous- catégorie de Serre de Coef . 

Démonstration. Ce résultat s'obtient en combinant le lemme 12.581 et la propo- 
sition EU □ 

On peut préciser cette propriété comme suit. 

Proposition 2.61. L'image essentielle du fondeur C est constituée des systèmes 
de coefficients ((M„), (r n )) tels que imr m r m -\ . . . r n C M m+ i GL ^ n+1 ' n ^ pour 
tous entiers n et m tels que < n < m, où l'on utilise les notations de la 
remarque \2. 57| pour les systèmes de coefficients. 



Démonstration. C'est une conséquence formelle de l'observation suivante : le 
squelette de la catégorie £f n j constitué des espaces E n est engendré par les 
inclusions l n ,n+i et les éléments des différents GL n (k), soumis aux relations 
&n{g) ° In = In ° 9 pour g e GL n (k), g o h = gh pour g, h 6 GL n (k) et 
9 o Z„ >m = l n>m pour g G GL(m + 1, n). □ 

Remarque 2.62. En particulier, tous les systèmes de coefficients appartenant à 
l'image du foncteur C sont centraux au sens de |Dwy80| , §2. 

Les catégories Coef 1 ? et Coef /Coef 1 ? Le foncteur de décalage lî™ 3 : Ti n j — > 
Ti n j admet un relèvement à Coef. Précisément, il existe un endofoncteur exact 
ficoef ^3 Coef tel que le diagramme 

3~ inj ^" 3~ inj (2) 



Coef s>- Coef 



commute (à isomorphisme canonique près). 

Le foncteur 5 coe ? s'obtient par précomposition par l'endofoncteur de £* oe f 
donné sur les objets par E n E n+ i et sur les morphismes par l'inclusion 
GL n (k) <^-> GL n+ i(k) donnée par 

(8 coei est le foncteur E de |Dwy80| , §2). 

On établit, par la même méthode que celle employée dans J-'inj, le résultat 
suivant. 

Proposition 2.63. 1. Un objet de Coef est fini si et seulement s'il est nil- 
potent pour le foncteur S coe ? et à valeurs de dimension finie. 

2. Tout objet fini de Coef est pfoo- Pur conséquent, la sous-catégorie pleine 
Coef 1 -' de Coef des systèmes de coefficients localement finis est épaisse. 
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Soit GL(k) la colimite des groupes linéaires GL n (k) (relativement aux inclu- 
sions a n , m ). On peut voir GL(k) comme le groupe des automorphismcs linéaires 
g de l'espace vectoriel = co\m\E n tels que ker (g — id) est de codimension 

finie. 

On définit un foncteur e coe / : Coef — * k[GL(k)]Mod par e coe f(X) — co\imX(E n ) 1 

l'action du groupe linéaire GL(k) provenant de l'action de GL n (k) sur X(E n ). 

Proposition 2.64. 1. Le fondeur e coe / est adjoint à gauche au foncteur 
c : k[GL(i)]Mod ~ Fct(G£(k),£) — > Coef — Fct(££, e ^,£) donné par la 

précomposition par le foncteur £[ oe f — > GL(k) obtenu en plongeant les 
ensembles de morphismes GL n (k) dans GL(k). 
2. Le foncteur e coe f induit une équivalence entre les catégories Coef /Coef 1 ' 
et k[Gi(k)]Mod. 

Démonstration. Si P est un générateur projectif standard de Coef, il existe un 
isomorphisme canonique e coe f(P) ~ k[GL(k)]. On en déduit, pour tout GL(k)- 
module M, un isomorphisme canonique 

hom k [ GL ( k )] (e coe / (P),M) ~ M ~ hom Coe /(P,c(M)). 

Cela donne la première assertion, en écrivant un objet de Coef comme coli- 
mite de projectifs standard, puisque le foncteur e coe / commute aux colimites. 

La première partie de la proposition 12.631 implique que le noyau du fonc- 
teur exact e coe f est égal à Coef l f ; il induit donc un foncteur exact et fidèle 
Coef /Coef l f -> k[GL(k)] Mod. 

La conclusion s'obtient alors formellement à partir des deux observations 
suivantes : 

f. la coùnité e coe /c — > id de l'adjonction est un isomorphisme; 

2. l'unité id — > ce coe / induit un isomorphisme après application du foncteur 

^coef ■ 

□ 

Remarque 2.65. L'anneau k[GL(k)] n'est pas noethérien à gauche. En effet, 
si l'on note A n = ker (k[GL(k)] -» k[GL(k)/GL n (k)]), les A n forment une 
suite strictement croissante d'idéaux à gauche de k[G£(k)]. Par conséquent, la 
proposition ^. 64l montre que la catégorie Coef n'est pas localement noethérienne. 

Ce phénomène est à rapprocher de l'exemple [TTTÏÏ] : dans cet exemple, l'obs- 
truction au caractère noethérien de la catégorie de foncteurs considérée est de 
nature « combinatoire » (la catégorie source n'a pas d'endomorphismes non 
identiques). Ici, l'obstruction vient plutôt de la théorie des groupes. 

Notation 2.66. Nous noterons e : Ti n j(k) — > k[GL(k)]Mod le foncteur composé 

F mj (k) Coef -» Coef /Coef *f ~ k[GL(k)] Mod. 

Remarque 2.67. Le foncteur e est beaucoup moins élémentaire que le foncteur 
analogue ^"(k) — > k^^jMod, où Mik) désigne le monoïde sans unité colimite 
des Àd n (k) relativement aux inclusions 

A "{î »)" 

Pour une discussion à ce sujet, voir [Kuh94bJ, §3. 
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Proposition 2.68. Le Joncteur C : J-mj — » Coef induit une équivalence entre la 
catégorie J~inj/3~inj et la sous-catégorie de Serre de Coef /Coef 1 ? ~ k[GL(k)]^°d 
des GL(k) -modules M tels que M = colim M GL (°°> n \ où GL(oo,n) désigne le 

sous-groupe de GL(k) des automorphismes g tels que g(x) = x pour x G E n . 

Démonstration. Le diagramme commutatif ([2]) montre qu'un objet X de J-"i n j 
est fini si et seulement si son image par le foncteur C est finie. Comme ce foncteur 
commute aux colimites, un objet de T% n j est localement fini si et seulement s'il 
en est de même pour son image par C. Ainsi, ce foncteur induit un foncteur 
exact et fidèle T inj / -> Coef/Coef lf ~ k[GL ( k) ]Mod. 

D'autre part, le lemme de Yoneda montre que le foncteur e admet un adjoint 
à droite r donné par 

r(M) = hom GL(k) (k[Pl £ (ï/ £oo)],M). 

Comme ¥\s{E n ,E 00 ) est un GL(k)-ensemble transitif, et que le stabilisateur 
de l'inclusion canonique E n ^ E^ est GL(œ, n), on a r(M)(E n ) ~ M GL( -°°' n \ 
En particulier, la coùnité de l'adjonction er — > id est un monomorphisme. On en 
déduit formellement, comme dans la démonstration de la proposition 12 . 64l que 
le foncteur Finj/^inj k[GL(k)]Mod qui nous intéresse induit une équivalence 
entre TinjjT 1 ^ et la sous-catégorie pleine de k[GL(k)]Mod des GL(k)-modules 
M tels que la coùnité er(M) — > M est un isomorphisme, d'où la proposition. □ 

3 Catégories de comodules sur un foncteur en 
coalgèbres de Boole 

Nous exposons dans cette section des résultats formels généralisant, en termes 
de catégories de foncteurs, l'observation suivante. Soit X un ensemble, munis- 
sons l'espace vectoriel k[X] de la structure de coalgèbre donnée par la diagonale 
[x] i > [x] ® [x] et la coùnité [x] <— > 1. La catégorie des h-espaces vectoriels X- 
gradués est naturellement équivalente à la sous-catégorie Comod k [x] des k[X]- 
comodules de £\. Une coalgèbre du type h[X] est appelée coalgèbre de Boole, 
car, lorsque k = F2, la structure de coalgèbre sur F2[X] est duale de la structure 
d'algèbre de Boole de F2 A \ 

L'étude de catégories de modules ou de comodules sur des objets présentant 
une structure de type booléen dans un contexte proche des catégories de fonc- 
teurs remonte aux travaux des années 90 sur les modules instables sur l'algèbre 
de Steenrod. 

Dans la deuxième partie de [HLS93J , Henn, Lanncs et Schwartz établissent un 
lien fondamental entre les foncteurs en algèbres de Boole de la catégorie .F(Fp) et 
les algèbres instables sur l'algèbre de Steenrod modulo p (voir aussi |Lan92j ). Ils 
utilisent dans [HLS95 des structures de module sur ces algèbres pour étudier la 
cohomologie équivariante modulo p. Des considérations analogues apparaissent 
dans les travaux de Lannes et Zarati (cf. |LZ95j ). 

Convention 3.1. Dans toute cette section, on se donne une catégorie essen- 
tiellement petite T. 

Remarque 3.2. L'hypothèse de finitude du corps k n'interviendra pas dans cette 
section. 
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3.1 La catégorie de comodules Fct(Z\x,£ k ) 

Ce paragraphe a pour but d'identifier les catégories de comodules sur un 
foncteur obtenu par linéarisation d'un foncteur ensembliste à des catégories de 
foncteurs convenables. 

Convention 3.3. Dans ce paragraphe, X désigne un foncteur de X vers Ens. 

Notation 3.4. On définit une catégorie X\ x de la manière suivante. 

- Les objets de X\ x sont les couples {E, x), où E est un objet de X et x un 
élément de X{E). 

- Les morphismes dans X\x sont donnés par 

hom Ixx ((E,x),{F,yj) = {u £hom I (E,F)\X(u)(x) = y}. 

- La composition des morphismes dans I\x est induite par celle de X. 
Le foncteur d'oubli (E, x) i— > E : I\x — > X sera noté Ox,x- 

Remarque 3.5. Il s'agit d'un cas particulier de la construction catégorique clas- 
sique étudiée dans |ML71j . chapitre II, §6. 

Notation 3.6. Nous désignerons par ïx : Pct(T, £k) — * Fct(X\x>^k) le fonc- 
teur de précomposition par Ox.x- 

Ainsi, T x est un foncteur exact qui commute aux limites, aux colimites et 
au produit tensoriel (cf. proposition ICJ.5[> . Dans le cas où X prend ses valeurs 
dans les ensembles non vides, Ox,x est essentiellement surjectif, donc ïx est 
fidèle. 

Proposition et définition 3.7. Il existe un foncteur exact et fidèle, appelé 
foncteur de X-intégrale et noté ilx '■ Fct(X\ x ,£k) — ► F et (2", £jk), défini de la 
façon suivante. 

1. Si F est un objet de Fct(2\Xj<5k) et E un objet de X, on pose 

(il x (F))(E)= F(E,x). 

x£X(E) 

f 

2. Si F est un objet de Fct(2\X)£k) et E — ► E une flèche de T, et si 
x et x' sont des éléments respectifs de X{E) et X(E'), la composante 
F(E,x) F(E',x') de (n x (F))(f) est égale à F {f) si X(f)(x) = x', et 
à sinon. 

3. Si F ^> G est une flèche de Fct(2\x? £k) 7 le morphisme Q x (u) : flx(F) — > 
Qx(G) de Fct(I, £\) est défini, sur l'objet E de X, comme la somme 
directe sur les éléments x de X{E) des morphismes u(E, x) : F(E, x) — » 
G{E,x). 

Exemple 3.8. On a Cl x (k.) = k[X] (linéarisation du foncteur X) dans Fct(2", £<t), 
où le foncteur k e Ob Fct(2\ x , £<t) du membre de gauche est le foncteur constant. 

Proposition 3.9. Le foncteur Six est adjoint à gauche à Tx- 

Cette proposition se vérifie de façon similaire à l'adjonction entre les fonc- 
teurs o et vj dans T swr i- 
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Proposition 3.10. 1. L'endo fondeur ilx^x de Fct(Z, £ k ) est isomorphe 
à ■ ®k[X\. Plus généralement, on a un isomorphisme 

n x (A®r x (F))~n x (A)®F 

naturel en les objets A de Fct(2yx, £k) et F de FctÇT, £^). 

2. La coùnité Six Y x —>- id de l'adjonction de la proposition nHft s 'identifie au 
produit tensoriel par le morphisme d'augmentation k[X] — > k obtenu par 
linéarisation de l'unique transformation naturelle X — > *. 

Proposition 3.11. Les injections diagonales 

F(E,x)®G(E,x)^ F(E,x)®G(E,y) 

x£X(E) x,y£X(E) 

fournissent un monomorphisme £lx(F ®G) 0,x(F) (g> Six (G) naturel en les 
objets F et G de Fct(X\x, 

Cette proposition se vérifie par inspection. Appliquée aux isomorphismes 
canoniques F F ® k de Fct(X\x,£k), elle donne le corollaire suivant. 

Corollaire 3.12. 1. Le foncteur k[X] = Slx(k) est canoniquement une coalgèbre 
cocommutative dans la catégorie monoïdale symétrique Fct(Z, £ k ). 

2. Pour tout objet F de ~Fct(I\x, £k), ^x(F) est naturellement un k[X]- 
comodule. Autrement dit, on peut compléter le diagramme suivant. 

Fct(2\x,£ k )-^Fct(Z,£ k ) 

oubli 

Comod k[X ] 

Remarque 3.13. La structure de coalgèbre sur k[X] généralise celle de l'algèbre 
d'un groupe, puisque sa diagonale est donnée par les applications linéaires [x] h- > 

[x] <8> [x] . 

Proposition 3.14. Le fondeur Six induit une équivalence de catégories entre 
Fct(Z\jf , £ k ) et Comod k[x] . 

Démonstration. On applique la proposition IA.81 de sorte qu'il suffit de consta- 
ter qu'un k[X]-comodule est un comodule sur la comonade déterminée par l'ad- 
jonction entre Six et ïx- Cela découle de la proposition 13.101 et du corollaire 

Km □ 

Remarque 3.15. 1. Dans l'équivalence de catégories de la proposition, le pro- 
duit tensoriel de Fct(Z\x,£k) correspond au produit cotensoriel de k[X]- 
comodules. 

2. L'image du foncteur Tx correspond aux comodules libres. 

Remarque 3.16. Les considérations de ce paragraphe sont fonctorielles en X 
en le sens suivant. Toute transformation naturelle de foncteurs ensemblistes 
X — > X' induit un foncteur 1\x — * 2Â x' : donc par précomposition un fonc- 
teur i : Fct(X\x'>£k) — » Fct(2\x, £k) (qui généralise ïx). Via l'équivalence de 
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catégories de la proposition ^. 14l ce foncteur correspond à la coïnduction : pour 
tous objets F de Fct(J\ X /,£ k ) et E de Z, le k[X(£)]-comodule Q, x {i{F)){E) 
est le produit cotensoriel du k[Jf '(i5)]-comodule Qx'(F)(E) et de k[X(.E)] (vu 
comme un k[JC(£?)]-comodule par le morphisme de coalgèbres k[X(£')] — » k[X'(i?)] 
déduit de la transformation naturelle X — > X 1 ). 

3.2 Recollements de catégories de comodules 

Ce paragraphe traite d'une variante non coùnitaire des considérations précédentes, 
que l'on étudie commodément à partir d'un diagramme de recollement (propo- 
sition EU]) . 

Convention 3.17. Dans ce paragraphe, X désigne un foncteur de X vers la 
catégorie Ens et Y un sous- foncteur de X. 

Nous désignerons par Xx,y la sous-catégorie pleine de X\ x dont les objets 
sont les couples (E,x) pour lesquels x £ X(E) \ Y{E). 

On prendra garde que X \ Y n'est pas en général un foncteur ensembliste. 
Nous noterons cependant, par abus, k[X \Y] le conoyau du monomorphismc 
k[Y] ^ k[X] de Fct(I, E k ) induit par l'inclusion Y <-+ X. 

On a un scindement canonique 

k[X/Y] ~ k[X \Y] ©k (3) 

obtenu en constatant que le foncteur ensembliste X/Y se relève canoniquement 
en un foncteur vers les ensembles pointés (on convient que E/0 = E II {*}). 

Comme l'épimorphisme k[X/Y] -» k est la coùnité du foncteur en coalgèbres 
k[X/F], le foncteur k[X \ Y] est une coalgèbre sans coùnité dans FctÇT, ; 
nous y reviendrons à la proposition 13.241 

Dans le lemme suivant, nous nommons sous-catégorie complémentaire d'une 
sous-catégorie pleine B d'une catégorie A la sous-catégorie pleine de A dont la 
classe d'objets est le complémentaire de celle de B. 

Lemme 3.18. La catégorie I\y s'identifie canoniquement à une sous- catégorie 
pleine complète à droite del\x, dont la catégorie complémentaire estXx.Y- 

Démonstration. Il suffit de remarquer que, si / : (E,x) — ► (E',x') est un mor- 
phisme de T\ X , où x e Y(E), alors on a x' = X(f)(x) = Y(f)(x) G Y(E') 
puisque Y est un sous- foncteur de X. □ 

Appliquant le corollaire IC.261 on en déduit le résultat suivant. 

Proposition 3.19. // existe un diagramme de recollement 

Fct(X\Y,£k) ^-7>->- Fct(J\x,£k) ^?EE F ct(2x,y,£k) 

1Z V 

où V désigne le prolongement par zéro et 1Z la restriction. 

Nous adaptons maintenant certains résultats de la section précédente à la 
catégorie de foncteurs Fct(Zx,y , 

Notation 3.20. Nous noterons Tx.y le foncteur composé 

Pct(J,£k) ^ Fct(X\ x ,£ k ) 2* Fct{X x ,Y,£k). 
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Autrement dit, T x,y est le foncteur de précomposition par le foncteur d'oubli 
Ix,y -» T. 

Définition 3.21. Le foncteur de X \ Y -intégrale, noté £lx,Y, est défini comme 
la composée 

ïl x ,Y : Fct(X x ,Y,£k) ^ ¥ct{l xx ,£ k ) ^ Fct (!,&). 
On a donc Q x ,y{F)(E) = F{E,x) pour F G ObFct(T x ,y, 4) 

ieX(E)\7(E) 

et -B G ObX. On prendra garde que les foncteurs T x ,y et fi x ,Y ne sont 
généralement pas adjoints. 

Remarque 3.22. 1. On a un isomorphismc canonique îlx,y(k) — k[X \ y]. 
2. Le foncteur Six, y est exact et fidèle. 

La proposition 13.101 entraîne le résultat suivant, puisque les foncteurs de 
restriction et de prolongement par zéro commutent canoniquement au produit 
tensoriel. 

Proposition 3.23. L'endo foncteur fîj^yY x.y de Fct(X, est isomorphe à 
■ <g) h[X \ Y]. Plus généralement, on a un isomorphisme 

Qx,y(A ® r x>Y (F)) ~ Qx,y(A) ® F 

naturel en les objets A de Fct(Ix,Y, £u) et .F <ie Fct(I, £<t). 

De même, la proposition 13 . 1 11 et le corollaire 13.121 procurent le résultat sui- 
vant. 

Proposition 3.24. 1. Les injections diagonales fournissent un monomor- 
phisme VIx,y{F ® G) ÇIx,y(F) (S> Qx.y(G) naturel en les objets F et G 
de Fct(Ix,Y , £k)- Celui-ci est compatible aux isomorphismes d'associati- 
vité et de commutativité du produit tensoriel. 

2. Le foncteur k[X \Y] est canoniquement une coalgèbre cocommutative sans 
coùnité dans la catégorie monoïdale symétrique Fct(Z, £<t) ; le morphisme 
canonique k[X] -» k[X \ Y] est un morphisme de coalgèbres sans coùnité. 

3. Pour tout objet F de Fct{T x ,Y ,£h), £Ix,y(F) est naturellement un k[X \ 
Y]-comodule. 

Remarque 3.25. Le scindement © (page [3"31 permet d'identifier les catégories 
de comodulcs sur k[X \ Y] et k[X/Y]. On rappelle que les comodules sur une 
coalgèbre coùnitaire, comme k[JT/Y], sont supposés compatibles à la coùnité. 

Proposition 3.26. Le foncteur ïlx, y induit une équivalence de catégories entre 
Fct(Zx,Y,£u) et l& sous-catégorie pleine de Comod k [x\y] formée des k[X\Y]- 
comodules à droite {C,ipc) (que nous nommerons fidèles ) tels que la comultipli- 
cation ipe est injective, notée Comod^^yj . 

Démonstration. On utilise l'identification de la remarque précédente. Le fonc- 
teur de prolongement par zéro et la proposition l3.14l idcntifient alors Fct(Zx,Yj £k) 
à la sous-catégorie pleine de Comod^j^y] des comodules (C,ipc) tels que 
le produit fibré de l'inclusion C C © (C ® k[X \Y]) et du morphisme 
(idc,ipc) ■ G — > C © (C <g> k[X \ Y]) est nul. Ce produit fibré étant égal à 
keripc-i cette condition équivaut à la fidélité de tpc, ce qui établit la proposi- 
tion. □ 
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3.3 La catégorie de modules Yct{X/ x ,S\) 

Nous présentons maintenant la situation duale de celle du paragraphe 13. Il 
Toutes les propriétés énoncées se démontrent de façon analogue à celles du 
paragraphe 13. 1( c'est pourquoi nous les laissons au lecteur. 

Convention 3.27. Dans ce paragraphe, X désigne un foncteur de la catégorie 
2°p vers j a catégorie Ens^ des ensembles finis. 

Nous expliquerons en fin de paragraphe l'utilité de cette restriction aux en- 
sembles finis. 

Notation 3.28. Nous noterons X/ x la catégorie ((X op )\ x ) op . Le foncteur d'ou- 
bli I/x — ► X sera noté O j,x . 

Explicitement, les objets de I/ x sont les couples (E, x) formés d'un objet E 
de X et d'un élément x de X(E). On a O x,x {E,x) = E sur les objets. 

Notation 3.29. Nous désignerons par T x : Fct(X, £t) — ► Fct(X/jf,£k) le 
foncteur de précomposition par O i,x . 

Proposition et définition 3.30. Il existe un foncteur exact et fidèle {l x : 
Fct(2/Xj£k) — > Fct(X, £\), appelé foncteur de JT-intégrale, défini de la façon 
suivante. 

1. Si F est un objet de Fct(I/x,£k) et E un objet de X, on pose 

(n x (F))(E)= F(E,x). 

xex(E) 

2. Si F est un objet de FctÇL/x,£k) et E — ► E une flèche de X, et si 
x et x' sont des éléments respectifs de X(E) et X(E'), la composante 
F(E,x) -> F(E',x') de (fl x (F)){f) est égale à F(f) si X{f){x') = x, et 
à sinon. 

3. Si F —* G est une flèche de Fc^X/x^E^), le morphisme Q x (u) : Q x (F) — > 
Sl x (G) de Fct(X, £k) est défini, sur l'objet E de X, comme la somme 
directe sur les éléments x de X(E) des morphismes u(E,x) : F{E,x) — » 
G(E,x). 

Exemple 3.31. On a Q x (k) = k x . 

Proposition 3.32. Le foncteur fl x est adjoint à droite à T x . 

Proposition 3.33. 1. L : endo foncteur il x T x deFct(X,£t) est isomorphe 
à ■ <S> h x . Plus généralement, on a un isomorphisme 

n x {A <g> t x {f)) ~ n x (A) <g> f 

naturel en les objets A de Fct(X/x, £\) et F de Fct(X, 

2. L'unité id — > Çl x T x de l'adjonction de la proposition \3.32] s 'identifie au 
produit tensoriel par le morphisme k — » k. x obtenu en appliquant cette 
unité au foncteur constant k. 



35 



Proposition 3.34. Les projections canoniques 



F(E,x)®G(E,y)^ F(E,x) ® G(E, x) 

x,yeX(E) xeX(E) 

fournissent un épimorphisme Çl x (F) <S> £l x (G) -» il x (F <E> G) naturel en les 
objets F et G de Fct(I/x, 

Cette proposition, appliquée aux isomorphismes canoniques F <S> k — ► F de 
Fct(Z/X)5k), procure le corollaire suivant. 

Corollaire 3.35. 1. Le Joncteur k x — fl x (k) est canoniquement une algèbre 
commutative dans la catégorie monoïdale symétrique Fct(X, £&). 

2. Pour tout objet F de Fct(.X/x, Q x (F) est naturellement un k - 
module. Autrement dit, on peut compléter le diagramme suivant. 

Pct(ï /ar ,Ék)-^Fct(J,£k) 



Mod k x 

Proposition 3.36. Le fondeur Çl x induit une équivalence de catégories entre 
Fct(2/x,£k) et Mod k x . 

Remarque 3.37. L'hypothèse de finitude des ensembles X(E) permet d'assurer 
que, dans la définition de fl x , on peut remplacer la somme directe par un 
produit, ce qui est nécessaire pour établir la proposition 13.321 II est obligatoire 
de considérer une somme directe pour disposer des propriétés de commutation 
avec le produit tensoriel. 



4 Les catégories E J Çr I , E ] Qr et S^ ln 

Dans cette section, nous introduisons les catégories sources des catégories de 
fondeurs en grassmanniennes. Ces catégories sources, notées Zg r j(k), £g r (k) et 

£p ln (k), possèdent une riche structure : de nombreux foncteurs, avec des pro- 
priétés d'adjonction et de composition, apparaissent très naturellement. Toutes 
les propriétés s'établissent de façon directe, c'est pourquoi nous ne démontrons 
que certaines d'entre elles. 

Une partie des définitions et des résultats de cette section constituent des 
illustrations des constructions catégoriques utilisées dans la section [3] 

Convention 4.1. Dans toute cette section, / désigne une partie de N et n un 
entier naturel. 



4.1 Définition des catégories et foncteurs utilisés 

On rappelle que Qr(V) désigne la grassmannienne des sous-espaces d'un 
sous-espace vectoriel V . Dans la suite, nous regarderons Qr comme un foncteur 
£[ -» Ens, en définissant Qr{f) : Qr{V) -> Qr(V), où / : V -> V est un 
morphisme de £f , comme étant la fonction W *— > f(W). 
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On rappelle également que, si I est une partie de N, Qri{V) désigne le sous- 
ensemble de Gr(V) formé des sous-espaces de V dont la dimension appartient à 
I. 

Remarque 4.2. On notera que Qri est un sous-foncteur de Qr si et seulement si 
I est de la forme < n ou N. 

Définition 4.3 (Catégories £g r 7 (k) et £g r j(k)). 1. Nous désignerons par £g r I (k) 
la catégorie donnée comme suit. 

- Les objets de £g r J (k) sont les couples (V, W), où V est un k-espace 
vectoriel de dimension finie et W un élément de Gri(V). 

- Les morphismes de (V, W) vers (V, W) dans £g r 7 (k) sont les applica- 
tions linéaires / : V — > V telles que f(W) C W. 

- La composition des morphismes s'obtient par composition des applica- 
tions linéaires sous-jacentes. 

2. Nous désignerons par £g r 7 (k) la sous-catégorie de £g r 7 (k) ayant les mêmes 
objets et dont les morphismes sont donnés par 

hom £LM ((V,W),(V',W')) = {/ e hom êLAt) ((V,W),(V',W'))\f(W) = W'}. 

3. Nous noterons incli le foncteur (fidèle et essentiellement surjectif) d'in- 
clusion de £g r j(k) dans £g r J (k). 

La mention du corps k sera souvent omise. 

De plus, lorsque la partie / est égale à N, nous omettrons l'indice / dans la 
notation de ces catégories et des foncteurs où elles interviennent. 

Par exemple, nous noterons incl : £g r — » £g r pour incl^ : £g rN (k) — > 

Dans la suite, nous ne considérerons la catégorie £g r T (k) que lorsque I = N. 
Nous ne donnerons donc la plupart des définitions et des propriétés des foncteurs 
où cette catégorie intervient que dans^ce cadre, mais beaucoup d'entre elles se 
généralisent sans difficulté au cas de £g r I (k) pour 7 C N quelconque. 

Notation 4.4 (Catég orie £pj n (k)). f . Étant donné un objet V de £^, nous 
noterons P1„(V) l'ensemble Pl £ f(E n ,V) des monomorphismes E n V. 

2. Nous désignerons par £p Y n (k) la catégorie définie ainsi. 

- Les objets de £p Y n (k) sont les couples (V, u) formés d'un objet V de £[ 
et d'un élément u de Pl n (V). 

- Les morphismes dans £ Pl n (k) de (V, u) vers (V , u') sont les applications 
linéaires / : V — > V faisant commuter le diagramme 




V 



- La composition des morphismes est induite par la composition des ap- 
plications linéaires. 
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Remarque 4.5. 1. Si I est une partie du type < n ou N, alors £g r 7 (k) est la 
catégorie (£[)\g ri (cf. notation 13.4p . 



2. Avec les notations du paragraphe ^. 21 £g r n est la catégorie £g r<n g r< „_ 1 - 

3. L'association V i— > Pl n (V) n'est pas fonctorielle, mais si l'on note hom<i(E, V) 
le sous-ensemble de Yioms(E, V) formé des applications linéaires de rang 

au plus i, alors hom<i(_E n , .) est un sous-foncteur de honi£/ (E n , .). On 
peut voir £L, „ comme la catégorie £f ,o u ,„ v 

4. L'ensemble Gr n (V) s'identifie canoniquement au quotient de Pl n (V) par 
l'action à droite libre du groupe GL n (k). 

5. Les catégories £g r et £p t s'identifient canoniquement à £? . 

6. Les catégories £g r 1 (F 2 ) et £p\ 1 (F 2 ) sont isomorphes. 

7. Toutes les catégories introduites vérifient l'hypothèse IC 141 (finitude des 
ensembles de morphismes), car k est fini. 

Notation 4.6 (Foncteurs d'oubli). 1. Soit J une partie de N telle que / C 
J . On note incli^j : £g r I — ► £g r j le foncteur (pleinement fidèle) d'oubli. 
2. Nous désignerons par inc^ 1 le foncteur (fidèle et essentiellement surjectif) 
d'oubli du plongement £p t n —> £g r n associant à un objet (V, E,S — —>■ V ) 

de fpj n l'objet (V, im u) de EL n et égal à l'inclusion évidente sur les mor- 
phismes. 

Comme nous le verrons en fin de section, les catégories introduites précédemment 
ne sont en général pas abéliennes. Une partie de la structure abélienne de la 
catégorie £' s'y reflète cependant, grâce à la notion suivante. 

Définition 4.7 (Foncteurs de translation). On définit des foncteurs £ ' x£g r j — > 

£g r T , £f x £g r — > £g r et £f x 5pj n — > fpj n , appelés foncteurs de transla- 
tion, et notés EH, par F EH (A, £?) = (F © A, B) (dans les deux premiers cas) 
et V ffl (A, u : £„ ^ A) = (V © A, E n A A <^> V © A) (dans le troisième) 
sur les objets, l'action sur les morphismes se déduisant de la fonctorialité de 
®:£f x£* ->8t. 

Remarque 4.8. On a des isomorphismes OEBX ~ X et {V'®V)mX ~ F'ffl(FEBX) 
naturels en les objets U, y' de £ s et X de £g r j (resp. £ç r , £pj n ), vérifiant des 
propriétés de cohérence qu'on laisse au lecteur le soin d'expliciter. Ainsi, on peut 
voir EH comme un foncteur d'action de la catégorie additive £? sur £g r I (resp. 
ci cf \ 

°Çr' °Pl,n>- 

Définition 4.9 (Foncteurs fondamentaux de source £g r r , £g r 7 ou £p t n ). 1. 

Le foncteur d'oubli principal Di : £g r j — > £f est le foncteur associant à un 

objet (V, W) de £ s Çr I Y espace vectoriel V , et à un morphisme l'application 
linéaire sous-jacente. 
2. On appelle également foncteurs d'oubli principaux les foncteurs composés 



XJl ■ °Gr,I > C Qr,I > C 



^Çr,I Q'ï 

et 

i-"n ■ <-"pi,„ ? °Çr,n * c ■ 
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3. Le foncteur base 03/ : £g r I — > £f urj est défini sur les objets par 03/ (V, W) — 
W, et associe à un morphisme / : (V, W) — ► (V, W) l'application linéaire 
(surjective par définition de £l r j) W — > W induite par /. 

4. Le foncteur d'oubli secondaire 03 : £g r — > £t associe à un objet (V, W) 
l'espace vectoriel W et à un morphisme (V, W) — > (V, W) l'application 
linéaire induite W — > W'. 

5. Le foncteur de réduction &i : £g r r — ► £ i est donné par (F, VF) i— > V^/VF 
sur les objets et associe à un morphisme l'application linéaire induite. 

6. On appelle également fondeurs de réduction les foncteurs composés 

^:£ f g r<I ^£^ r ^£ f 

et 

5 .Pi inc -\ ci ^ff 
«n • C-pi,,! * °Çr,n * ° • 

On rappelle que l'indice / sera omis dans toutes ces notations lorsque I = N. 

Remarque 4.10. 1. Soit J une partie de N telle que / C J. Le foncteur com- 
posé £g r j " lcl '- J > gi j SLl^ £î es t e g a i a £) 7 _ D e m ême, le diagramme 

£ i ^i+£i 

Çr,I ^surj 
inclj^j 

pi Sj : W 

Çr,J sttrj 

commute. On a d'autres propriétés analogues de compatibilité à l'exten- 
sion de la partie I avec les différents foncteurs introduits. 

2. Le diagramme 

„f incl ~f 
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?i 



sur oubli 

commute. 



£i 



3. Les foncteurs base ou d'oubli secondaire n'ont pas d'analogue non trivial 
en termes de la catégorie £p Y n ; le rôle de cette catégorie est justement 

de simplifier certaines des considérations relatives à £g r n en « rendant la 
base canoniquement isomorphe à E n » . 

Remarque 4.11. Le foncteur &i : £g r j — ► £i est le conoyau de la transformation 
naturelle injective tautologique 03/ — > D/ (où l'on note par abus 03/ pour la 
composée de ce foncteur avec l'inclusion £l ur j — > £*) ; un constat analogue vaut 

pour Ski et fin. 

La proposition suivante établit des liens entre les foncteurs de translation et 
les foncteurs introduits dans la définition [ 
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Proposition 4.12. Il existe des isomorphismes 

hom £/ (V mX,Y) ~ hom ef (V,£> i(Y)) x hom f/ (X, F) et 

Qr,I Gr,I 

hom / (X, V ffl Y) ~ hom £/ V") x hom / (X, F) 

Qt,I Gr,I 

naturels en les objets V de £$ et X , Y de £g r 7 . 
On a des énoncés similaires dans £g r et £p X n . 

Démonstration. Les deux isomorphismes étant très analogues, nous nous bor- 
nerons à montrer le second, qui s'obtient par la suite d'isomorphismes naturels 

hom £ / r i (X, VmY) ~ {/ G hom £/ (0 T (X), V®0 T (Y)) | /(»/(*)) = Q5/(F)} ~ 

{(a,b) e hom £f (D I (X),V)xhom £f (D I {X),D I (Y))\a( < B I (X)) = et = 03/ 

~hom£/(^7(X),V) x hom / {X,Y). 

Qt,I 

□ 

Corollaire 4.13. Supposons que I contient 0. Le fondeur d'inclusion inclo.i ■ 
£f ~ £g r ^ £ g r j est adjoint à droite à Âj . 

Définition 4.14 (Foncteurs fondamentaux de but £g r 7 , £g r ou £p Y n ). 1. Les 

foncteurs de plongement diagonal sont les foncteurs 2)j : 5/ • — > £g r l et 

S) : £f — > 5g r donnés sur les objets par F (y, y) et par le plongement 
évident sur les morphismes. 

2. Les foncteurs de plongement relatif sont les foncteurs composés 



**I ■ C X °surj * c x c Çr.I * C Çr.I 



~2:£f X £f^£f X £f r ^£f r . 

Ces foncteurs sont donc donnés sur les objets par (A, B) ^ (A © B, B). 
3. Le foncteur de décalage pointé & n : £f — » £p t n associe à un objet V 
de £^ l'objet (V ® E n ,E n F © £?„) et à une application linéaire u le 
morphisme u® E n . 

Remarque 4.15. 1. Le diagramme 

~ f oubli 

£ s- es 

sur] <-* 

commute. 
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2. Le diagramme 

£< ; *£ f x£Z*rj 

commute, où l'inclusion supérieure est donnée par V i— » (V,i7 n ). 

Remarque 4.16. Le plongement évident GL n (k) — ► £™ -(k) étant une équivalence 
de catégories, nous commettrons parfois des abus de notation consistant à l'as- 
similer à une égalité pour les foncteurs mettant en jeu -(k). 

4.2 Propriétés des foncteurs fondamentaux 

Nous commençons par donner des propriétés d'adjonction entre les fonc- 
teurs introduits précédemment qui seront utilisées de façon intensive dans tout 
l'article. 

Proposition 4.17. 1. Le joncteur de plongement diagonal Di : £\ UT j — > 
£g r j est adjoint à gauche à 03/ : £g r I — > £* ur j ■ 

2. Le joncteur de plongement diagonal D : £f — > £g r est adjoint à gauche à 



3. Le joncteur de plongement relatij £/ : £$ x £g Ur j — > £g r 1 est adjoint à 
gauche au joncteur 0/ x 03/ : £g r 7 — » £^ x £/ uj .j . 

^. Le joncteur de plongement relatij £ : £f x £^ — > £ç r esi adjoint à gauche 
au joncteur O x 03 : £„ r — > £^ x£^. 

5. Le décalage pointé & n : £f — > £pj est adjoint à gauche à Ù n : £pj — > 
£/. 

Démonstration. Si A est un objet de £ et (V, un objet de £g r 7 , on a un 
isomorphisme canonique 

hom £f (Pr(A), (V, W)) = {/ G hom £/ (A, V) \ j(A) — W} ~ Epi f/ (A, W), 

ce qui démontre la première assertion. La troisième assertion s'en déduit en 
utilisant la proposition 14. 121 

Les deuxième et quatrième points se traitent pareillement. 

Établissons le dernier : si A est un objet de et (V, u : E n V) un objet 
de £pj , on a un isomorphisme canonique 

hom f / ] je n {A), (V, u)) = {/ G hom £f (A © E n , V) \ f\ En = u] ~ hom £/ (A, V). 

Cela achève la démonstration. □ 

La proposition suivante, laissée au lecteur, jouera un rôle fondamental par 
la suite. 
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Proposition 4.18 (Compositions fondamentales). Les fondeurs composés 
ffxf 1 ^ f f ^ jXiBj ) ff v F 1 

° A °surj * °Çr,I ° A °surj 

£f x£ f^ £i gr £f x £f 

sont canoniquement isomorphes aux fondeurs identités. 

Proposition 4.19. Supposons I non vide. 

1. Les fondeurs d'oubli principaux sont fidèles. 

2. Le fondeur D n : £pj — » £^ induit un fondeur essentiellement surjectif 
£pi n — > où te &ut désigne la sous-catégorie pleine de £f des espaces 
de dimension au moins n. Si L a pour plus petit élément n, Oi : £g r I — > 
£f induit un fondeur essentiellement surjectif £g r I — » £- n . Le fondeur 
D : £g T — > £^ est essentiellement surjectif. 

3. Les fondeurs de plongement relatif £j et £ sont fidèles et essentiellement 
surjectif s. Ll en est de même pour le décalage pointé & n . 

4- Les fondeurs M.i x 03/ (donc en particulier &i et 03/ J et .ft x 03 (donc en 
particulier M. et 03 J sont pleins et essentiellement surjedifs. 

5. Les fondeurs de plongement diagonal S/ et 2) sont pleinement fidèles. 

Démonstration. Les deux premières assertions s'établissent par inspection. L'es- 
sentielle surjectivité des foncteurs de plongement relatif et de décalage pointé 
découle de ce que tout sous-espace d'un espace vectoriel est facteur direct ; leur 
fidélité est claire. La quatrième assertion s'obtient en combinant la proposition 
14. 181 et l'essentielle surjectivité des plongements relatifs. La dernière s'obtient à 
partir des deux premières adjonctions de la proposition 14.171 et du constat que 
leurs unités id — » 03/2)/ et id — » 032) sont des isomorphismes. □ 

4.3 Propriétés de structure des catégories £g r , Eg r et £p ln 

Les catégories qui nous intéresseront le plus par la suite sont les £g r T . Les 
propriétés qui suivent montrent que, par certains côtés, les catégories £g r de 
£pj n ont une structure plus « régulière » , c'est pourquoi nous serons parfois 
amenés à travailler dans ces catégories auxiliaires. 

Proposition 4.20. La catégorie £g r est additive et k-linéaire. Les foncteurs 
d'oubli principal et secondaire sont additifs — autrement dit, on a un isomor- 
phisme (V, W) © (V, W) ~ (V © V, W © W) naturel en les objets (V, W) et 
(V, W) de £g r . En particulier, on a un isomorphisme E EH (V, W) ~ (E,0) © 
(V, W) naturel en les objets E de £ f et (V, W) de £^ r . 

Remarque 4.21. La catégorie £g r n'est pas abélienne. En effet, on vérifie que 
pour tout V G Ob£f, le morphisme (V, 0) — » (V, V) de £L dont l'applica- 
tion linéaire sous-jacente est l'identité est à la fois un monomorphismc et un 
épimorphisme. En revanche, ce n'est pas un isomorphisme, si V est non nul. 
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Proposition et définition 4.22 (Dualité dans £g r )- Le fondeur de dualité 

cf \op . cf 

■'Qrl °Qr 



(•)* : (£f) op — > £f induit une équivalence de catégories (-) v : (£g r ) op — * £g 



donnée sur les objets par (V, W) y = (V*, W^V, Wf 

Proposition 4.23. Soit neE 

1. (a) La catégorie £p ln possède des sommes finies. 

(b) Son objet initial est (E n ,idE n )- 

(c) La somme (A, a) II (B,b) de deux objets (A, a) et (B,b) de £pi 
s'obtient en formant le carré cocartésien d'inclusions 

E n - *- A 

I, 

o A © B 

et en munissant l'espace vectoriel A (B B du plongement donné par 
la diagonale du carré. 

2. Deux objets (A, a) et (B, b) de £pj possèdent toujours un produit. Il est 
donné par 

(A, a) x (B, b) = {A@ B, (a, b) : E n ^ A © B). 

3. On a des isomorphismes 

6„(y)ni~vœx et 

& n (V)xX~& n (V(BÔ n {X)) 

naturels en les objets V de £? et X de £^ . 

La démonstration des propositions I4.20[ 14.221 et 14.231 est laissée au lecteur. 
La proposition 14.231 ne sera d'ailleurs pas utilisée explicitement. 

Remarque 4.24. 1. Si / contient 0, alors (0, 0) est objet final de £g r 7 , et tout 

objet de £g r j admet un produit avec (V, 0) (où V G Ob£f), qui est donné 
par le foncteur V ES •. 

2. En revanche, on vérifie facilement que deux objets (V, W) et (V , W) de 
£g r j tels que W et W' sont non nuls ne possèdent jamais de somme ni de 
produit. 

Les propriétés suivantes fournissent un substitut à l'absence de sommes et 
de produits dans £l r ; elles reposent sur le lemme simple et très utile suivant. 

Lemme 4.25. // existe une bijection 

hom f/ (A,A') ~ ]\ hom £/gr ((A,B),(A',B')) 

B'GÇr(A') 

naturelle en l'objet (A,B) de £g r et l'objet A' de & . 

La fonctorialité doit être comprise dans le sens suivant : 
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- pour le terme de gauche, on considère le foncteur 

(£/.)<* x £f (0) ° Px£/ ; (E f r x £ f — Ens ; 

- pour le terme de droite, la fonctorialité en (A, i?) provient de manière 
usuelle du foncteur hom ; pour la fonctorialité en A' , on fait correspondre à 

une application linéaire u : A' — > A" et à un élément / de hom £ / ((A, B), (A' , £?')) 

(où B' £ Qr{A')) la flèche (A, B) -» (A", B"), où B" = w(.B'), "donnée par 
uof:A^ A". 

Démonstration. Cette bijection s'obtient en faisant correspondre à une appli- 
cation linéaire / : A — > A' le sous-espace B' = f(B) de A' et le morphisme 
(A, B) -> (A', S') de induit par /. □ 

Proposition 4.26. // existe une bijection 

honw ((A © A', B © B'), (F, VF)) ~ 

[] homg/ p ((A,B),(V;Wi)) x hom^A'^'),^,^)) 

W u W 2 eGr(W) 
W!+W 2 =W 

naturelle en les objets (A,B), (A',B') et (V,W) de £| r . 

Cette proposition, comme la proposition 14. 28l ci-après . est laissée au lecteur. 
La fonctorialité doit être comprise dans le sens suivant : 

- sur les ensembles hom, on utilise la fonctorialité usuelle ; 

- pour £* r x £ f Qr -> £ f gr {{A, B), {A 1 , B')) u. (A 8 A', B 8 B'), on associe 
à un morphisme (u,v) de £g r x £g r le morphisme m © u de £g r ; 

- dans le terme de droite, la fonctorialité en (V, W) s'obtient comme suit. 
Si u : (V, W) — > (V, W) est un morphisme de £L et Wi,W 2 deux sous- 
espaces de W tels que Wi + W 2 = W, on pose W- = f(W t ) (i E {1,2}), 
de sorte que W{ + W 2 = fiW) — W. Le morphisme induit par u s'obtient 
par somme sur les (VFijWb) des morphismes hom £ / ((A, B),(V,Wi)) x 
hom £ , ((A',B'),(V,W 2 ))->hom e t ((A, B), (V ,W{))xhom £f ((A',B'),(V',W^) 

Çr Çr Çr 

induits par u. 

Notation 4.27. Soient V et W deux espaces vectoriels de dimension finie. 
Nous noterons Gr(V, W)Gi@Gr le sous-ensemble de Çr(V(B W) formé des sous- 
espaces E de V"©W tels que les morphismes E <-+ V ®W -» V et E V ®W -» W 
soient surjectifs. 

On définit ainsi un foncteur Gr : £ sur j x £f ur » — > Ens, l'action sur les 
morphismes étant obtenue par un biais analogue à celui détaillé précédemment. 

Proposition 4.28. // existe une bijection 

honw ((V,W),(A,B)) xhonw ((V, W), (A',B')) 

Gr Gr 

~ Y[ hom £ / p ((V, W) , (A © A', C)) 

CGGr(B.B') 

naturelle en les objets (A, B), (A',B') et (V,W) de £ S Qr . 
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La fonctorialité repose ici sur celle de Gr (d'une manière similaire à celle 
explicitée pour la proposition I4.26|) . 

Remarque 4.29. Les propositions 14.261 et 14.281 sont spécifiques à la catégorie 
« globale » £g r ; elles n'ont pas d'analogue dans £g r n , par exemple. 

Deuxième partie 

Les catégories de foncteurs en 
grassmanniennes 

Le principal sujet de cet article réside dans l'étude de la catégorie Fg r (k), 
appelée parfois catégorie de foncteurs en grassmanniennes globale, et de ses sous- 
catégories Fç r ,nfà), où n e N. Ces catégories possèdent un intérêt intrinsèque 
en raison de leur riche structure algébrique ; elles s'interprètent notamment en 
termes de modules ou de comodules. De plus, nous verrons dans la partie IIIII 
que le fondeur d'intégrale en grassmanniennes lo : J-g r (k) — > J-(k) constitue un 
outil puissant d'étude de la catégorie !F(k) . 

La section [S] décrit la structure de base de la catégorie Fg r . Après avoir in- 
troduit les foncteurs fondamentaux reliant cette catégorie aux autres catégories 
de foncteurs que nous avons introduites, notamment T et T sur j, elle décrit les 
groupes de Grothendieck de ses objets finis et projectifs de type fini. Dans la 
section nous présentons une approche monadique de la catégorie Tg r . En- 
fin, la section [5] présente quelques propriétés générales des adjoints au produit 
tensoriel dans les catégories Tg r et Tg r ^ n . 

Les autres catégories de foncteurs en grassmanniennes que nous introduisons 
serviront surtout d'auxiliaires dans l'étude de la catégorie Tg r . Dans la sectionEl 
nous présentons quelques propriétés d'une catégorie notée J-g r (k) et étudions 
le foncteur k[Ç?r], dont une propriété fondamentale, l'auto- dualité, constitue un 
cas particulier d'un résultat sur la catégorie J-'grQ^j. Le rôle fondamental du 
foncteur k[Qr] provient de ce que la catégorie de foncteurs en grassmanniennes 
globale Tg r est équivalente à la catégorie des k[£r]-comodules. 

La section étudie une dernière famille de catégories de foncteurs en grass- 
manniennes, notées .Fpi. n (k), qui fournit un analogue des catégories J-g r ,n ob- 
tenu en trivialisant l'action du groupe linéaire GL n (k) (assertion qui sera précisée 
par la proposition 18.31]) . En outre, la structure monadique de la catégorie F-p\,n 
donne lieu à de nouvelles structures dans les catégories de foncteurs en grass- 
manniennes. 

5 Les catégories Tg r j_ 

Cette section est consacrée à une première étude des catégories suivantes. 
Son principal objectif consiste à en comprendre les objets finis. 

Définition 5.1. Etant donnée une partie / de N, on introduit la catégorie de 
foncteurs 

Fg rJ (k) = Fct(£| r>J (k),£ k ). 
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Nous noterons simplement J-g r (k), ou Tg r ^ pour !Fg rt n(k.). 

Remarque 5.2. Les cas les plus intéressants sont ceux où / — N, < n ou n. 

5.1 Généralités 

Nous introduisons les foncteurs obtenus par précomposition à partir de ceux 
du paragraphe 14. 11 et utilisons les propriétés établies dans le paragraphe ^. 21 et 
la section [3] 

Notation 5.3. 1. Soit J une partie de N. Nous abrégerons la notation des 
espaces vectoriels homjr gr ; en homç^j, et utiliserons une convention ana- 
logue pour les groupes d'extensions ou les hom internes. De même, nous no- 

Qr J f ^ 

terons les projectifs standard P% ' ( ou ^ £ Ob£ç r 7 ) plutôt que P 4 6r J , 

et les injectifs standard p£" plutôt que I^ r "' (cf. § IC.2[) . L'exposant J 
sera omis pour J = N. 

2. Soient I et J deux parties de N telles que Je/. Nous noterons Hi : j : 
J~Qr,i — * 3~g r ^j le foncteur de restriction (incljj)*. Le foncteur de pro- 
longement par zéro, lorsqu'il est défini (cf. paragraphe IC.6| ). sera noté 
Vjj : J~g r ,j — * J~Qr,i- Les indices seront omis lorsqu'il n'y a pas d'am- 
biguïté. 

La proposition 13 . 1 91 fournit le résultat suivant, dans lequel nous omettons les 
indices des foncteurs de restriction et de prolongement par zéro (de sorte que la 
notation 1Z et V désigne à chaque fois deux foncteurs différents). 

Proposition 5.4. Pour tout entier n > 0, il existe un diagramme de recollement 

— 

•F Qr ,<n— 1 ^~ Qr,<n $~\ Qr^ri • 

TZ V 

Nous introduisons maintenant les deux foncteurs fondamentaux de source T 
et de but Tg r j- 

Définition 5.5. Soit / une partie de N. 

1. On définit le foncteur de plongement standard ti : T — » J-g r ,i comme le 
foncteur de précomposition par le foncteur d'oubli principal Oi : £g r l — > 
£f. 

2. Le foncteur de plongement réduit Ki : T — * !Fg r ,i est le foncteur de 
précomposition par le foncteur de réduction &i : £g r j — » £ A 

Autrement dit, on a 

H(F)(V,W) =F(V) 

et 

Ki(F)(V,W) = F{V/W) 

pour F e ObT et (V, W) G Oh£ f Qr I . 

L'indice I sera omis quand I = N ; des conventions analogues vaudront dans 
les notations suivantes. 
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Remarque 5.6. Les joncteurs t<„ et t sont, avec la notation du paragraphe 13. 1[ 
les foncteurs Tg r<ri et Tg r respectivement. De même, le foncteur t„ est, selon 
la convention du paragraphe 13. 2[ le foncteur Yg r<rii g r<nl . 

Grâce à la remarque précédente, nous pouvons considérer les foncteurs d'intégrale 
introduits dans les définitions 13.71 et 13.211 11 s'agit des seuls foncteurs de cette 
section qui ne soient pas des foncteurs de précomposition. Des foncteurs d'une 
catégorie de foncteurs en grassmanniennes vers la catégorie T, ce sont les plus 
fondamentaux (cf. partie [ïïï|) . 



Définition 5.7 (Foncteurs d'intégrale en grassmanniennes). Soit n G N. 

1. Nous noterons w<„ : J-g r ,< n ~> T \e foncteur Qg r<n . 

2. Nous noterons u> : Tg r — > T le foncteur Qg r . 

3. Nous désignerons par u> n : Tg r>n — > T le foncteur ftg r<rl ,gr <n _ 1 ■ 
Ces foncteurs seront appelés foncteurs d'intégrale en grassmanniennes. 

Remarque 5.8. On a des isomorphismes canoniques cj<„ ~ u) o V< n ,n et u) n ~ 

U< n O V n ,<n- 

Les résultats des paragraphes 13.11 et 13.21 se traduisent par le résultat formel 
mais fondamental suivant. 

Proposition 5.9. Soit neN. 

1. Le joncteur Lû< n est adjoint à gauche à t<„. Il induit une équivalence de 
catégories entre J-g r ,< n et la sous-catégorie Comod k [g r<n ] de T . 

2. Le foncteur lj est adjoint à gauche à l. Il induit une équivalence de catégories 
entre Tg r et la sous-catégorie Comodj^çj,] de T . 

3. Le Joncteur uj n induit une équivalence de catégories entre Tg r ^ n et la sous- 
catégorie Comodg, . de T des G(n)-comodules fidèles. 

4- On a un isomorphisme 

u r (X (g) t 7 (F)) ~uj i {X)®F 
naturel en les objets X de J~g r ,i et F de J-, où I — N, < n ou n. 

Démonstration. Les deux premières assertions constituent des cas particuliers 
des propositions 13. 91 et 13 . 141 1 & troisième de la proposition 13. 261 Le dernier point 
résulte pour sa part des propositions 13.101 et 13.231 □ 

Nous définissons maintenant les deux foncteurs fondamentaux entre les catégories 
Fg r j et T sur j- 

Définition 5.10. Soit I une partie de N. 

1. Le foncteur de plongement secondaire pj : J~g Ur j — > Fgr,i est le foncteur 



de précomposition par le foncteur base 03/ : £g r l — » £f 



surj ' 



2. Le foncteur d'évaluation généralisée Ei : Tg r j — > T 1 sut a est la précomposition 



par le foncteur de plongement diagonal ®i : £\ ur ~ — * £; 



surj 

Qr,I- 
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Autrement dit, on a 

PI (F){V,W) =F(W) 
pour F e Ob^ urj et (V, W) G ObE£ r I , et 

si(X)(V) = X(V,V) 

pour X G ObTg r j et y G Ob£f urj . 

Remarque 5.11. Avec l'abus de la remarque 14.161 le foncteur e n : Tg r ^ n — > 
i[gi n (k)]Mod s'identifie au foncteur d'évaluation eVfE n ,E n )t ce qui justifie la 
terminologie employée. 

On peut de même voir p n comme un foncteur j^Q^çi^jMod — > J-g r<n ; il est 
donné par p n (X)(V,W) =lso(E n ,W) <g> M. 

k[GL„(k)] 

On rappelle que l'on désigne par .F®.?-"/ ■ la catégorie de foncteurs Fct(£^ x 
^lurj > £) > selon la notation IC.21I 

Définition 5.12 (Foncteurs fondamentaux entre Tg r ,i et T ® T{ ur j). Soit / 
une partie de N. 

1. Le foncteur de plongement complet : 3-®Fl ur j — > Tg r j est la précomposition 



par le foncteur £)/ x 03/ : £ç r 7 — > £^ x 



2. Le foncteur de plongement total 9i : .F® T\ ur ^ — > !Fg r ,i est la précomposition 
par le foncteur £j x <B/ : £| r 2 £ f x £' urj . 

3. On définit le foncteur de décalage en grassmanniennes ai : 0~g r j — » ® 
J~s Ur j comme le foncteur de précomposition par le foncteur de plongement 

relatif £j : £f X £{ urj -» 

Ainsi, on a 

Éj(F)(f,W) = .F(V,W0, 
6»/(F)(F, = F(V/W, 

pour FeObf® 7*, rj et (F, W) G Ob^ r>J , et 

<t/(A)(A,S) = X(>1© J B,5) 

pour X G Ob^j, A e Ob£^ et 5 e Ob£^ ri . 

Intuitivement, la catégorie T ® J-g Ur j ne doit pas être vue comme très 
différente de la catégorie T . En effet, dans le cas où I est réduite à un élément 

x 



n, on a des équivalences de catégories canoniques T ® J~™ ur j — Fct(£f 



GL n (k),£) ~ Fct(GL„(k),Fct = T GLn{iL) (cf. notation l3bl donnée à la 

fin de l'introduction). Si / est une partie quelconque de N, la catégorie T®Tl ur ^ 



s'obtient par recollement de telles catégories (cf. proposition! 

Remarque 5.13. Compte-tenu des identifications que nous venons de mention- 
ner, nous considérerons £„ et 9 n comme des foncteurs J~GL n (M) ~ * F<3r,n ( e t de 
même cr„ : Tg T , n -> J~ GL n (k))- 
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Premières propriétés Nous commençons par relier les foncteurs projectifs 
ou injectifs standard des catégories !Fg r ,i, T et T\ ur j à l'aide des foncteurs 
introduits plus haut. 

Proposition 5.14. Soit J une partie de N. On a des isomorphismes 

P^ vw) ^,AP v )®pj{P £ J^) (4) 

et 

naturels en les objets V de £' et W de £g UT j ■ 

Démonstration. Par la troisième adjonction de la proposition 14.171 on dispose 
d'un isomorphisme canonique 

hom F , (£j(V, W), •) a (hom £t (V, •) o Oj) x (hom £ ., (W, •) o » j). 

On en déduit le premier isomorphisme, en linéarisant. 

De même, on obtient formellement l'isomorphisme ((SJ) à partir du second 
isomorphisme de la proposition 14 . 1 21 □ 

Remarque 5.15. 1. Comme le foncteur de plongement relatif £,j : £* x£f ur j — » 

£g r j est essentiellement surjectif, cette proposition décrit tous les projec- 
tifs et tous les injectifs standard de Tg r j. 

2. Les injectifs du type I^ r ^ w ^ = ifww) ne se ramènent pas facilement à 
des injectifs de catégories plus simples. Illustrons-le pour J — N, afin de 
simplifier les notations. 

En effet, le comportement du foncteur Ij'^w) se ra PP r0Crie de l'injectif 
I^ rj de T sur j dans la mesure où il existe un isomorphisme canonique 
ej{I% w ) ~ I™ rj (car hom f/ ((V, V), (W, W)) ~ Epi £ (V,W)), et aussi 

parce que Ijyyw) comme ly^ 3 on ^ un annea u d'endomorphismes iso- 
morphe à k[GL(T4 7 )]. Cependant, IrL-w} n ' es t P as isomorphe à l'image 



de I^ r3 par le foncteur p : J- sur j — > Tg T . 



l (W,W) 

Lyy jjui le luneueui p . J~ S urj 

La propriété suivante des foncteurs injectifs et projectifs standard de la 
catégorie Tg r (qui n'a pas d'équivalent dans Tg r j pour I ^ N) est analogue 
aux assertions [5] et [3] de la proposition 12.361 

Proposition 5.16. 1. Il existe un isomorphisme oj{Pjy W x) ~ Py naturel 
en l'objet (V, W) de £ f Qr . 
2. Il existe un isomorphisme l(Iv) — © ^(vw) na ^ ure ^ en l'objet V de 

WEÇr(V) 

£f. 

Démonstration. Ces deux assertions proviennent, par linéarisation, du lemme 

roi □ 

La proposition qui suit donne les propriétés d'usage courant des foncteurs 
de précomposition introduits en début de section. 
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Proposition 5.17. Soit I une partie non vide de N. 

1. Les fondeurs tj : T — > Fgrd, &i ■ Fç r j — > F ® ^lurj> £r '■ ^ ® ^urj ~ * 
J-çr,i et ei : Tq t j — > .F/ urj - sont exacts ; ils commutent au produit tenso- 
riel, aux limites et aux colimites. De plus, les fondeurs ij, ai et £/ sont 
fidèles. 

2. Les fondeurs m : T — » Tg r j, pi : Tl ur ^ — ► ^-g r ,/ et 0/ : .F ® ^iurj — * 
Tg r j sont exacts et pleinement fidèles ; ils commutent au produit ten- 
soriel, aux limites et aux colimites. De surcroît, leurs images sont des 
sous- catégories de Serre de Tg r j. 

Démonstration. Tous les joncteurs de l'énoncé sont des foncteurs de précomposition, 
ils commutent donc aux limites, aux colimites et au produit tensoriel, par la pro- 
position [U]5] 

Comme le foncteur £/ est essentiellement surjectif, par la proposition I4.19[ 
le foncteur de précomposition associé, ai, est fidèle (par la proposition IC.5| ). 
La fidélité du foncteur ij s'établit de même, car l'inclusion £- n £' (cf. la 
deuxième assertion de la proposition ^. i9[) . où n désigne le plus petit élément de 
/, induit par précomposition une équivalence de catégories T = Fct(£^ ,£) 
Fct(£- ,£). La fidélité de £/ est analogue, en remarquant que tout objet de 
£f x £g ur j est rétracte d'un objet de l'image du foncteur Di x 03/. 

Comme les foncteurs &i, 03/ et &i x 03/ sont pleins et essentiellement sur- 
jectifs, par la proposition 14 . i 9l la proposition [U3] montre qu'ils sont pleinement 
fidèles et que leurs images sont des sous-catégories de Serre de Tg r ,i- □ 

La partie de la proposition 15.171 relative au foncteur 9j , ainsi que la com- 
position fondamentale donnée par la proposition suivante, apparaîtront sous un 
jour nouveau dans la section [7J 

Proposition 5.18. Soit I une partie de N. Le foncteur composé 

est canoniquement isomorphe au foncteur identique. 

Cette propriété découle de la proposition 14. 1 81 

Proposition 5.19. Soit L une partie de N. Le foncteur £/ : 3~ '® J~lurj ~ * Fg r ,i 
est adjoint à gauche au foncteur ai. 

Ce résultat et le suivant s'obtiennent en combinant les propositions 14.171 et 

Eïï] 5. 

Proposition 5.20. Soit I une partie de N. Le foncteur pi est adjoint à gauche 
au foncteur e%. De surcroît, l'unité id — > Eipi de l'adjonction est un isomor- 
phisme. 

Le corollaire 14. 131 et la proposition lC.25l fournissent les adjonctions suivantes. 

Proposition 5.21. Soit I une partie de N contenant 0. Le fondeur IZi.o : 
Fgr,i — * F est adjoint à gauche àkj et à droite à Vq,i- 

Nous terminons ce sous-paragraphe par deux propriétés de compatibilité 
relatives aux foncteurs entre T ', T sur j et Tg r . 
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Proposition 5.22. Le Joncteur composé T Fg r — > !F sur j s'identifie canoni- 
quement au fondeur d'oubli o. 

Démonstration. En effet, le foncteur composé £g Ur j — > £g r — > £^ s'identifie au 
foncteur d'inclusion. □ 

Par adjonction, on en déduit (cf. propositions 15.91 [5.201 et |2~5())) le corollaire 
suivant, que l'on peut évidemment établir par une vérification directe. 

Corollaire 5.23. Le foncteur lu o p : J- sur j — > T est canoniquement isomorphe 
à vj. 

Décomposition scalaire et tors de Probenius La catégorie £g r J (lk) est 
munie d'une action naturelle du groupe k x . De façon analogue à la proposi- 
tion/définition [2771 on en déduit le résultat suivant. 

Proposition et définition 5.24. Etant donné un entier i, notons (J-ç r j)i(k) 
la sous-catégorie pleine de J-ç r j(k) formée des fondeurs X tels que X(X.idv) = 
X l .idx(v) pour tous A G k x et V G Oh£g rI . Les inclusions induisent une 
équivalence de catégories 

<?-i 

Tg T ,i{k) ~ JJ(^er,/)i(k). 

i=l 

On notera X ~ ©;=i •X» ^ a décomposition naturelle d'un foncteur X de 
J-ç r j(k) qu'on en déduit, où Xi G Ob (J-g r ,i)i(k). On l'appelle décomposition 
scalaire de X. 

De gorie J-g r ,i(k) possède un tors de Frobenius, 

parce que l'automorphisme cf> de la catégorie £^ déduit du morphismc de Frobe- 
nius se prolonge naturellement en un automorphisme de la catégorie £g r j(k). 

Les foncteurs introduits précédemment possèdent des propriétés de commu- 
tation vis-à-vis de la décomposition scalaire et du tors de Frobenius qu'on laisse 
au lecteur le soin d'expliciter (pour les foncteurs de précomposition, elles se 
lisent sur le foncteur d'origine entre les catégories sources). 

Changement de corps Si K est une extension finie de k, les foncteurs 
d'induction et de restriction induisent des foncteurs £g r 7 (k) — » £g r j(K) et 

£ g r ,A K ) -* £ çrj( k )> d ' où l'on déduit, comme dans T et J-surj, des foncteurs 
(encore dits d'induction et de restriction) Tg r j(k) — » Tg r j{K) et Tg r j{K) — » 
Tg r j{k). Néanmoins, comme dans le cas de T sur j, on perd la propriété d'ad- 
jonction mutuelle entre induction et restriction. 

Tous les foncteurs de précomposition introduits dans ce paragraphe com- 
mutent aux changements de corps. En revanche, ce n'est pas le cas du foncteur 
d'intégrale en grassmanniennes. 

5.2 Structures tensorielles 

Il est naturel, comme le montrera la proposition 15.291 d'introduire sur la 
catégorie de foncteurs en grassmanniennes globale Tg r , à côté de la structure 
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tensorielle usuelle donnée par <g (à laquelle nous nous référerons lorsque nous 
parlerons de structure tensorielle sans plus de précision) une seconde structure 
tensorielle, très analogue à celle donnée par le produit tensoriel total de T sur j 
(cf. paragraphe HH]). 

Définition 5.25 (Produit tensoriel total). Étant donnés deux objets X et Y 
de Fgri on appelle produit tensoriel total de X et Y le foncteur noté X ®Y et 
défini comme suit. 

1. Si (V, W) est un objet de £g r , on pose 

(X®Y)(V,W) = X(V,A)<Z)Y(V,B). 

A,B£Çr{W) 
A+B=W 

2. Si u : (V, W) -» (V, W) est un morphisme de £g r , le morphisme (X <g Y){u) 
(X (g Y) (V, W) — > (X (g Y)(V', W) est défini comme la somme directe sur 
les sous-espaces A et B de W tels que A + B = W des morphismes 

X(V, A) ® Y(V, B) *(">® y (">, X (V', u(A)) ® Y(V, u{B)) 



X(V',A')®Y{V',B') 



A',B'egr(W) 
A'+B'=W 

où l'on note encore, par abus, u pour les morphismes (V, A) — > 
et (V,B) -> (V',u(B)) induits par u. 

Cette définition fait sens puisque w(^4) + u(B) = u(A + B) = u(W) = W. 

Avant de préciser les liens entre ce produit tensoriel total et celui défini 
dans Tsurj-, définissons un produit tensoriel total dans la catégorie auxiliaire 

•F *g J~ surj • 

Définition 5.26. Le produit tensoriel total sur T (g J- sur j est le foncteur (g : 
[T '(g Tsurj) x {3~ ® J- sur j) — > T ®J- sur j donné, via l'isomorphisme T ®J- sur j ~ 

Pct^, J>u r j)) P ar 

Fct(£^,.7"" surj) ^ Fct(£^,.7"" surj) — Fct(£^,.7"" g-ufj ^ surj) — ~^ Fct(£*^,,?*" surj)* 

Autrement dit, 

(I®y)(i,B)= X(A,y)®r(A,iy) (ie0b^',Be0b4 3 ). 

V+W=B 

Proposition 5.27. 1. Le produit tensoriel total définit sur Tç r une struc- 
ture monoïdale symétrique exacte d'unité p(Iso). 

2. Il existe un monomorphisme X (g Y <^-f X (g Y naturel en les objets X et 
Y de Tg r - 

3. Les produits tensoriels totaux sur les catégories Tg r , T sur j et T (g T S urj 
vérifient les propriétés de compatibilité suivantes : on a des isomorphismes 
naturels 

p{A®B) ~ p(A) ® p(B) (A, B e ObTsur-j), 
Ç(F (g G) ~ t(F)®t(G) (F,GeObF®F surj ). 
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Cette proposition se vérifie par inspection. 
Remarque 5.28. En revanche, les foncteurs s, a et 9 ne commutent pas au 
produit tensoriel total. Par exemple, on a 

0{F®G){V,W) ~ (F(g>G)(V/W,W) — F(V/W, A) (g> G(V/W, B) 

A,BeÇr(W) 
A+B = W 

tandis que 

{9(F)®6(G)){V,W) = 6 (F) (V, A) <g> B(G) (V, B) 

A,B£Çr(W) 
A+B=W 

~ F {V /A, A) <g> G(V/B, B). 

A,B£Çr(W) 
A+B=W 

On voit cependant ainsi qu'il existe un épimorphisme canonique 6 (F) ® #(G) -» 
9{FëG). 

On dispose d'un foncteur £g r x£g r — ► £ç r donné sur les objets par ((A, _B), (A', 5')) h- > 
(A© A', B@B'), dont l'action sur les morphismes se déduit de la fonctorialité de 
© : £* X £ * — * £ * . La proposition suivante montre l'utilité du produit tensoriel 
total à l'aide de ce foncteur. 

Proposition 5.29. // existe dans Tg r un isomorphisme PPj g \<8> P^) B ,\ — 

P(A&A' Bt£B') na turel en les objets (A, B) et (A',B') de £g r . 

Démonstration. Cet énoncé découle de la proposition 14.261 □ 

Corollaire 5.30. Le produit tensoriel total de Tg r préserve les objets projectifs, 
les objets de type fini et les objets pf n . 

Remarque 5.31. 1. Le produit tensoriel usuel de Tg r préserve également les 
objets de type fini et pf ra . 

2. Cependant, le produit tensoriel usuel de deux objets projectifs de Tg T n'est 
généralement pas projectif, car il en est ainsi dans T sur j — par exemple, 
Pj^" rJ ® Pe^ n'est pas projectif. 

3. Le produit tensoriel de deux objets projectifs d'une catégorie Tg r , n est 
en revanche projectif. Cela provient de ce que le produit tensoriel d'un 
k[GL„(k)]-module projectif et d'un k[GL n (k)]-module fini est projectif, 
de ce que le produit tensoriel dans T de deux projectifs est projectif, et 
de l'isomorphisme (3J de la proposition [SHH 

Contrairement à la situation que nous venons d'observer pour les projectifs, 
le produit tensoriel total possède un comportement déplaisant sur les injectifs. 
En revanche, le produit tensoriel ordinaire est adapté à leur étude. 

On rappelle que le symbole Gr qui intervient dans la proposition suivante a 
été introduit dans la notation 14.271 

Proposition 5.32. // existe un isomorphisme 

rQr f-, jQr ^ r[\ jÇr 

1 (A,B) ^ 1 (A' ,B>) — \D 1 (A®A',C) 
CeGr(B.B') 

naturel en les objets (A,B) et {A',B') de £g r - 
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Démonstration. C'est la version linéarisée de la proposition 14.281 □ 

Corollaire 5.33. Le produit tensoriel de Tg r préserve : 

1. les objets injectifs de co-type fini ; 

2. les objets de co-type fini; 

3. les objets co-pf n . 

La proposition suivante (qui généralise la dernière assertion de la proposition 
I2.36|) constitue la principale motivation de l'introduction du produit tensoriel 
total dans Tg r . 

Proposition 5.34. Il existe dans T un isomorphisme 

u{X®Y) ~oj{X)®uj{Y) 
naturel en les objets X et Y de Tg r . 

Démonstration. Cela provient, par linéarisation, de la décomposition ensem- 
bliste 

Çr{V) x Qr(V) ~ Jl {(A, B) e Çr(W) x Qr(W) \A + B~ W} 

WeÇr{V) 

naturelle en l'objet V de £f . □ 



5.3 Le foncteur différence 

Comme dans la catégorie T, il existe dans les catégories !Fg r ,i un foncteur 
différence, fondamental dans l'étude de ces catégories, notamment de leurs ob- 
jets finis. L'analogie avec le cas de T est particulièrement étroite du fait que le 
foncteur différence des Tg r j « n'agit pas sur la base ». 

Convention 5.35. Dans tout ce paragraphe, J désigne une partie de N. 

Définition 5.36 (Foncteurs de décalage et foncteur différence dans Tg r ,j). 1. 
Soit V un objet de £* . Le foncteur J-g r .j J~gr,.] de précomposition par 
le foncteur de translation V ES • : £g r j — > £g r j (cf. définition I4.T|) est 
appelé foncteur de décalage par V et se note Ay' J . 

On a ainsi A^ rJ X(A, B) = X(V © A, B) pour X e ObFg r .j et (A, B) e 
Ob£f rJ . 

La bifonctorialité de EH rend l'association V i— > A^' J fonctorielle. 
2. Le foncteur différence AP r ' J de Tg T ^j est le noyau de la transformation 
naturelle A^ r,J — > id induite par le morphisme k — > de £ f . 

La proposition suivante, laissée au lecteur, montre que le comportement de 
ces foncteurs ne dépend guère de la partie J de N. 

Proposition 5.37. Si I est un sous-ensemble de J, le diagramme 

A Sr ' J 
•FQtJ *■ -F\ 9r,I 



A gr ' J 
JQr,J 3~g r j 
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commute à isomorphisme canonique près, lorsque le prolongement par zéro Vj j 
est défini. Il existe une propriété analogue relative au joncteur de restriction 

Une grande part des considérations relatives aux foncteurs de décalage et 
différence de T se transcrivent dans Tg r ,j- Notons tout d'abord que la trans- 
formation naturelle id — > A^ r ' J procure un scindement canonique 

A^ r,J ~ àP r,J ®id, 

de sorte que A^ r,J commute aux limites et colimites, comme les foncteurs de 
décalage. 

Une autre propriété fondamentale, similaire à la proposition 11.31 relative à 
J-, réside dans l'existence d'adjoints à gauche et à droite exacts et explicites aux 
foncteurs de décalage et différence. 

Proposition 5.38. Soit V un objet de £f . Le fondeur Ay' J est adjoint : 

1. à droite à ■ (g> tj(Pv) ; 

2. à gauche à ■ ® kj(Iv). 

Ces adjonctions sont naturelles en V . 

Démonstration. On combine les propositions IC.17I et IC.18I avec les isomor- 
phismes de la proposition 14. 121 □ 

Corollaire 5.39. Le fondeur différence A Sr,J est adjoint : 

1. à droite à ■ <g> tj(-Pk) ; 

2. à gauche à ■ ® kj(I\). 

Corollaire 5.40. Les foncteurs de décalage et le fondeur différence de !Fg r ,j 
conservent les objets projedifs et les objets injedifs. 

Démonstration. C'est une conséquence formelle de la proposition et du corollaire 
précédents et de l'exactitude des adjoints. □ 

Nous évaluons maintenant les foncteurs de décalage sur les objets projectifs 
et injectifs standard de la catégorie Tg r ,j. 

Proposition 5.41. Il existe des isomorphismes 

*P\ltli))^lA{V)®Iïl : J B) 
naturels en les objets V de et {A, B) de £g r j. 

Démonstration. C'est une conséquence formelle de la proposition 14.121 □ 

Comme dans le cas de J-, cette propriété a l'utile conséquence suivante. 

Corollaire 5.42. Les foncteurs de décalage et le fondeur différence de Tg r j 
conservent les objets de type fini, de co-type fini, pf n et co-pf n . 
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Démonstration. Ce corollaire se déduit de la proposition 15.411 et de la commu- 
tation des foncteurs de décalage et différence aux limites et colimites. □ 

La proposition suivante donne les propriétés de compatibilité entre les deux 
produits tensoriels de Tg r et son foncteur différence. 

Proposition 5.43. Soient X et Y deux objets de Fg r ,j et V un objet de . 
Il existe des isomorphismes naturels 

àPy^X ®Y)~ àP^X ® A^Y, 

A Gr (X ®Y)~ (A Gr X »y)ffi(l8 A Gr Y) © (A Gr X ® A Gr Y) ; 
et, dans le cas où J = N, 

A Gr (X ë Y) ~ A Gr X § A Gr Y, 

A Gr {X ë Y) ~ (A Gr X ëY)®{Xë A Gr Y) © (A Gr X § A Sr F). 

Démonstration. Etablissons la première assertion relative au produit tensoriel 
total : si (A, B) est un objet de £g r , on a 

A v (XëY)(A,B) = {X®Y)(V®A,B)= I(y$4^)®y(Fffii,r) 

W,W'eSr(B) 

A V (X)(A,W)®A V (Y)(A,W') = A V (X)®A V (Y)(A,B). 

W,W'£Qr(B) 
W+W'=B 

L'inclusion canonique 
X®Y^A Gr (XëY) = A Gr (X)®A Gr (Y) ~ (X © A er (X)) g (F © A Gr {Y)) 

~(I®y)®(I® A er (F)) © (A er (X) g F) © (A er (X) ë A Gr (Y)) 

s'identifie à l'inclusion du facteur direct, d'où le dernier point. 

La première assertion relative au produit tensoriel ordinaire résulte de ce 
que Ay est un foncteur de précomposition ; la seconde s'en déduit comme dans 
le cas du produit tensoriel total. □ 

Commutation des foncteurs fondamentaux aux foncteurs différences 

Conformément à nos conventions générales (cf. notation IC.2p . l'endofoncteur 
A* de T ® 3~ suri ~ ^^fësurji^) 1 u i apparaît dans la proposition suivante est 
donné par la postcomposition par le foncteur différence A de T . 

Proposition 5.44. 1. On a des isomorphismes canoniques 
A et A Gr,J o kj ~ kj o A de foncteurs T — > Fç r ,j ■ 

2. On a des isomorphismes canoniques A Gr ' J oÇj~(jO A* et A Gr ' J o #j ~ 
0j o A» de foncteurs T ® F s J urj — > Tg r j. 

3. On a un isomorphisme canonique A* o aj ~ aj o A Gr ' J de foncteurs 
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Démonstration. Établissons par exemple le dernier point, les autres se montrant 
de manière analogue. Le diagramme 



f j (W*fLj pf j 

& X t'surj fc X &surj 



pi ™- pi 

t Qr,J *" t-QrJ 

commute à isomorphisme canonique près, d'où un isomorphisme canonique A* o 
o-j ~ a,/ o Ajf r,jr , puis A* o o-j ~ a,/ o A er - J . □ 

5.4 Foncteurs polynomiaux 

Le foncteur différence de ^Fg r ,j permet d'introduire les foncteurs polyno- 
miaux de cette catégorie. On commence, à l'aide du lemme et de la proposition 
suivants, par identifier le noyau du foncteur différence, qui, contrairement au 
cas de la catégorie J-, ne se réduit pas aux foncteurs constants. 

Lemme 5.45. Le foncteur composé A^ r,J pj : T J sur ^ — * Tq t .j est nul. 

Démonstration. Pour tout V G Ob£f , l'injection naturelle pj > Ay r,J o pj est 
un isomorphisme, puisque le diagramme 

°Gr,J '-'sur] 

va ■ 
£ f 

C Qr,J 

commute (à isomorphisme naturel près). □ 

Proposition et définition 5.46 (Foncteurs pseudo-constants). Soit X un 
objet de Tg r ,j. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

1. le foncteur A^ r ' X est nul; 

2. la coùnité pjEj(X) — > X de l'adjonction de la vrovosition \ 5.2Œ est un 
isomorphisme ; 

3. il existe un objet R de J~'l ur j tel que X est isomorphe à pj{R). 
Lorsqu'elles sont vérifiées, nous dirons que X est un foncteur pseudo-constant. 




Démonstration. La coùnité pjej(X) — > X est donnée sur l'objet (V, W) de 
£g r j par l'injection X(W, W) <^-v X(V, W) induite par le morphisme canonique 

(W, W) — » (V, W) de Sg r j. La première assertion signifie que le monomorphisme 
canonique X(A, B) <—> X(A®h, B) est un isomorphisme pour tout objet (^4, B) 
de Si j, on en déduit donc que le morphisme précédent est un isomorphisme 
par récurrence sur la codimension de W dans V. Ainsi, la première assertion 
implique la deuxième. 

Il est clair que la deuxième implique la troisième. Enfin, la troisième entraîne 
la première par le lemme 15.451 □ 
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Nous introduisons maintenant la notion générale de foncteur polynomial et 
de foncteur analytique de Tg r ^j, de la même manière que dans T . Nous avons 
précédemment identifié les foncteurs polynomiaux de degré 0. 

Définition 5.47 (Foncteurs polynomiaux, analytiques dans J-ç r ,j)- Un fonc- 
teur X G OhTg r j est dit : 

1. polynomial s'il existe un entier naturel n tel que (A^ r ' J ) n X = ; 

2. analytique s'il est colimite de ses sous-foncteurs polynomiaux. 

Le degré d'un foncteur polynomial X est le plus grand entier positif n tel 
que (A gr < J ) n X ± si X est non nul, on le note deg X ; on pose également 
degO = — oo. 

Notation 5.48. Nous désignerons par Tg r j la sous-catégorie pleine de J-g r .j 
formée des foncteurs polynomiaux de degré au plus k. 

La proposition 15.431 a la conséquence suivante. 

Proposition 5.49. 1. Si X et Y sont deux foncteurs polynomiaux de Tg r ^j, 
alors X ® Y et X ®Y sont polynomiaux et deg(X £g> Y) = deg(X (g) Y) = 
degX + deg F. 

2. Le produit tensoriel total (donc aussi usuel) de deux foncteurs analytiques 
de Tç rt j est analytique. 

3. Un foncteur X de J-g r ,j est polynomial si et seulement si A^ r,J X est 
polynomial ; dans ce cas deg(A Sr ' J X) = deg X — 1 si X n'est pas pseudo- 
constant. 

Afin de donner les propriétés de conservation des foncteurs polynomiaux ou 
analytiques par les foncteurs fondamentaux de source ou de but J-g r ,j, nous 
avons besoin d'introduire la notion de foncteur polynomial ou analytique dans 
la catégorie T ® Tj urj . 

Proposition et définition 5.50. Soient X un objet de J- <g> T J sur ^ et i G N. 

1. Les assertions suivantes sont équivalentes. 

(a) Le foncteur A\X est nul. 

(b) Le foncteur X appartient à la sous-catégorie épaisse Fct(£ s J ur j, J- 1 ^ 1 ) 
de¥ct{£ J surj ,F). 

Lorsque ces conditions sont vérifiées, nous dirons que X est un foncteur 
polynomial de degré strictement inférieur à i. 

2. On dit que X est analytique s 'il est colimite de ses sous-foncteurs polyno- 
miaux. 

Démonstration. C'est une application directe de la proposition [C. 41 □ 

L'énoncé qui suit découle quant à lui de la proposition 1 5 . 441 

Proposition 5.51. 1. (a) Si F est un objet de T , F est polynomial si et 
seulement si lj{F) est un objet polynomial de Tg Tt j. Lis ont alors 
même degré. 

(b) Si F est un objet de J-, F est polynomial si et seulement si kj(F) 
est un objet polynomial de Tg r ^j. Ils ont alors même degré. 
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2. (a) Un objet F de J- ® Tg Ur j est polynomial si et seulement si l'objet 

£j(F) de Tq t ,j est 'polynomial. Ils ont alors même degré. 

(b) Si F est un objet de T <8> J~surj > ^ es ^ polynomial si et seulement si 
Oj(F) est un objet polynomial de J-g r ,j- Us ont alors même degré. 

3. Un objet X de !Fg r ,j est polynomial si et seulement si l'objet o~j{X) de 
T ® J'surj es t polynomial. Ils ont alors même degré. 

Comme les foncteurs considérés commutent aux colimites, on en déduit le 
corollaire suivant. 

Corollaire 5.52. Les foncteurs ij, kj, £j 7 9j et oj préservent les joncteurs 
analytiques. 

Remarque 5.53. En revanche, le foncteur d'intégrale en grassmanniennes u : 
J-ç r — > T ne préserve pas les foncteurs analytiques. Nous reviendrons en détail 
sur cette observation essentielle dans la partie IIIII 



Quotients de la filtration polynomiale de Tg r .j Grâce à la proposi- 
tion EHl la catégorie Tg rJ est équivalente à la catégorie Tj ur y A l'aide des 
lemmes l5.54l et l5T51)l nous allons généraliser ce résultat en identifiant les catégories 
quotients !Fg r j/fg^j pour tout entier k. Dans le paragraphe suivant, nous ap- 
pliquerons ces résultats à la description des objets simples de Tg r j. 

Lemme 5.54. Soit X un objet polynomial de degré i > de J-g r ,j- Le noyau 
de l'épimorphisme canonique px ■ Çjo~j(X) -» X (coùnité de l'adjonction de la 
proposition \5.19\) est de degré strictement inférieur à i . 

Démonstration. La proposition ^. 44l montre que les endofoncteurs Çj oj et &9 r > J 
de J-g r ,j commutent à isomorphisme naturel près ; de plus, A^ r ' J (px) — PA« r . J x- 
Comme px est un isomorphisme lorsque le foncteur X est pseudo-constant, cela 
donne la conclusion. □ 

Lemme 5.55. Si F est un objet polynomial de degré i > de T ® J^surj' ^ e 
noyau de l'épimorphisme canonique Çj(F) -» 0.j{F) est de degré strictement 
inférieur à i. 

Démonstration. Ce lemme s'obtient par application du précédent à l'objet Oj{F) 
de Fg r ,j, qui est de degré i par la proposition 15.51 [ puisque a,j o Oj ~ id 
(proposition 15. 18p . □ 

Le lemme suivant se démontre de la même façon que le lemme 15.541 

Lemme 5.56. Soit X un objet polynomial de degré i > de Tg r j. Le co- 
noyau du monomorphisme canonique X =— » crj^j(X) (unité de l'adjonction de 
la vrovosition \5.1{fy est de degré strictement inférieur à i. 

Les lemmes 15.541 et \b. 561 impliquent l'important résultat suivant. 

Proposition 5.57. 1. Le foncteur Çj : ¥ct(£f x£ s 7 urj ,£) ~ ¥ct{£ J surj ,T) ->■ 
T Qr ,j induit un foncteur Fct(£^ urj , T n /T n ' v ) -» T^ jjT^ j pour tout 
n£N. 
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2. Ce fondeur est une équivalence de catégories dont un inverse est donné 
par le fondeur T^ j/Tç^j -> Fct(£^ urj , T n j T n ~ x ) induit par a j : J~ç r ,j — ► 
Fct(£' x £ J surj ,£)^ ¥ct{£ J surj ,T). 

Nous utiliserons également la description suivante de l'équivalence de catégories 
donnée par la proposition 15.571 

Proposition 5.58. Le fondeur Fct(£/„ rj -, T n / T 1 - 1 ) -> Fg rt j/Fg~j induit 
par 9j est le même que celui qu'induit £j. 

Démonstration. Il s'agit d'une conséquence directe du lemme 15.551 □ 

Les propositions 15 .571 et 11.81 fournissent le corollaire suivant. 

Corollaire 5.59. On suppose d= 1, i.e. le corps k premier. 

Pour tout entier naturel n, les catégories Tg r j/Fg^j et Fct(£'/ ur j, Mod^p^j) 
sont équivalentes. 

5.5 Foncteurs finis 

Les résultats du paragraphe précédent permettent de décrire les objets simples 
et les objets finis des catégories J-g r ,i à partir de ceux de T et Tl ury Comme 
pour la catégorie T , l'un des résultats les plus importants réside dans le caractère 
polynomial des objets finis. 

Convention 5.60. Dans ce paragraphe, / désigne une partie de N. 

Lemme 5.61. Soit X un objet de Tg r j tel que &9 r ' 1 X est un objet fini de 
J-ç r j et £i{X) un objet fini de T\ ur y Alors X est fini. 

Démonstration. Le foncteur exact 

(A GrJ ,ej) : Tg T j — > Tç r j x Tl urj . 

est fidèle : son noyau est constitué des foncteurs pseudo-constants X tels que 
£i{X) — 0. Mais un tel foncteur X est isomorphe à pjei(X) = 0, par la propo- 
sition lSTTO d'où la fidélité annoncée. La proposition IB . 1 71 donne donc la conclu- 
sion. □ 

Remarque 5.62. On a des résultats semblables en remplaçant dans cet énoncé 
fini par de type fini, pf n ou co-pf n . 

Définition 5.63 (Niveau). On appelle niveau d'un objet X de Tg r j l'élément 
niv(X) = sup {dim W\(V,W) G Ob£^ r I X(V,W) ^ 0} 

de / U {— oo, +oo}. On dit que X est de niveau fini si niv(X) < +oo. 
On définit de même le coniveau de X comme l'élément 

coniv(X) = inf {dim W \ {V, W) G Ob£ f gr I X(V, W) ^ 0} 

de IU {+oo}. 

Ainsi, lorsque l'ensemble I est fini, tous les foncteurs de Tç r ,i sont de niveau 
fini. 
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Proposition 5.64. Un objet de !Fg r ,i est fini si et seulement s'il est polynomial, 
à valeurs de dimension finie et de niveau fini. 

Démonstration. Soient S un objet simple de J-g r ,i et (A, B) un objet de £f x 
£g ur j tel que S(£i(A, B)) ^ (le foncteur £/ est essentiellement surjectif — cf. 
proposition 14.19")) . de sorte qu'il existe un épimorphisme Pj^f& B -\ — ii{Pa) ® 

Pi{P B ur:l ) -» S (cf. proposition 15.14p . Cela montre d'une part que S est à 
valeurs de dimension finie, et que S(V, W) — pour dim W > dimB. D'autre 
part, comme l'objet Pa de T est coanalytique fproposition ll.6[) . il existe un objet 
polynomial F de J- et un épimorphisme li{F) ® pi(P B ur:> ) —» S. La proposition 
15.511 montre que ii(F) ® pi(P B ur3 ), donc S, est polynomial. On en déduit les 
mêmes propriétés pour les foncteurs finis par un argument d'épaisseur. 

La réciproque résulte du lemme [5.61l et de la proposition 12 . 2 il par récurrence 
sur le degré polynomial. □ 

Cette proposition essentielle permet d'établir la préservation des foncteurs 
finis par les foncteurs £/, 9i et 07, donnée par le corollaire suivant. 

Corollaire 5.65. Soient F un objet de T et A un objet de T\ ut a. 

1. Si F et A sont finis, il en est de même pour li(F) (g> pi(A). La réciproque 
est vraie si A et F sont non nuls. 

2. Si F et A sont finis, il en est de même pour ki(F) ® pj(A). La réciproque 
est vraie si A et F sont non nuls. 

3. Un objet X de Tg r j est fini si et seulement si l'objet aj(X) de T ' ® ^surj 
est fini. 

Démonstration. Traitons le premier cas, en écartant le cas trivial où F ou A 
est nul. Le foncteur ti{F) ® pi{A) = Çi(F Kl A) (on rappelle que le produit 
tensoriel extérieur Kl est introduit au ^ IC5[) est polynomial si et seulement s'il 
en est de même pour F M A, par la proposition 15. 51"! ou encore de F, puisque 
A*(FMA) = A(F)MA. Le foncteur Li{F)®p I {A) est à valeurs de dimension finie 
si et seulement s'il en est de même pour F et A. Enfin, le foncteur FM A est de 
niveau fini si et seulement si A(E n ) — pour n assez grand. Les propositions l5 . 641 
et 12.211 fournissent donc la première assertion. 

Les autres s'établissent de façon analogue. □ 

Notation 5.66. Nous désignerons par la suite par Tg r I la sous-catégorie pleine 
de J-çr.i formée des objets localement finis. 

Le corollaire suivant donne les principales propriétés de régularité des objets 
finis et localement finis de Tç r j. 

Corollaire 5.67. 1. Si X est un objet fini de Tç r j, il en est de même pour 
A"'' '.Y. 

2. Le produit tensoriel total (donc, a fortiori, usuel) de deux objets finis de 
Fqt,i sst fini. 

3. Les objets finis de Tg r j sont pfœ et co-pfi^ . 

4- La sous-catégorie Jg r j de Tg r j est épaisse. Ses objets sont les foncteurs 
analytiques. 
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5. Un objet de J-g r ,i est de co-type fini si et seulement s'il est analytique et 
de socle fini. 

Démonstration. Elle est similaire à celle du corollaire 11. 71 Pour le dernier point, 
on établit que les injectifs standard de J-g r ,i sont analytiques de la façon sui- 
vante : le corollaire l5.52l et la proposition ll.6l montrent que l'image par le foncteur 
il d'un injectif standard de T est analytique. Comme tout injectif standard de 
J~Gr.i est facteur direct d'un tel foncteur, par la proposition 1 5 . 1 6l cela donne la 
conclusion. □ 



Description des objets simples Les objets simples de la catégorie Tg r j 
seront ramenés à ceux de la catégorie T ® ^surj ■ Le lemme suivant les décrit à 
partir des objets simples de T et qui sont eux-mêmes assez bien compris 

(cf. sections [T] et [5]) . 

Lemme 5.68. Les objets simples de T <8) J~l ur j sont, à isomorphisme près, les 
S Kl R, où S est un objet simple de T et R un objet simple de T sur ^ . Le produit 
tensoriel extérieur induit de plus un isomorphisme d'anneaux (sans unité si I 
est infini) G{{T ® ^ urj ) ~ Gq (T) ® G f (^ surj ). 

Démonstration. Cela découle de la proposition IC.22I et de son corollaire IC.23) 
dont les hypothèses sont vérifiées grâce à la proposition 11.101 □ 

Avec la proposition 15.641 le résultat suivant est le plus important de cette 
section. 

Proposition 5.69. 1. Etant donné un objet X de Tg r ,i, les assertions sui- 
vantes sont équivalentes : 

(a) l'objet X de Tg r j est simple; 

(b) l'objet ai {X) de T ® J~lurj est simple ; 

(c) il existe un objet simple F de T et un objet simple R de T aur j tel 
que X est isomorphe à Ki(F) CES pi{R). 

2. Les joncteurs exacts ai etOi induisent des isomorphismes d'anneaux (sans 
unité si L est infini) entre G^J-grj) et Gq(J- <E) ^surj) — Goi-F) ® 
Goi^surj) réciproques l'un de l'autre. 

Démonstration. La proposition 15 . 1 71 2 montre que le foncteur 9i transforme un 
objet simple de T CED F\ ur j en un objet simple de Tg r j et induit un monomor- 

phisme de groupes abéliens, compatible au produit, G^J-'E'J-surj) @o {^Qr,i)- 
Ces deux groupes sont naturellement gradués par le degré polynomial, qui est 
respecté par 9i (cf. proposition [ÏÏ3T]), de sorte que ce monomorphismc s'identifie 
à la somme directe sur k G N des morphismcs 

^(Fct^.,^/^- 1 )) - fgr.j/f&j 

induits par 9i, lesquels sont des isomorphismes par la proposition 15 . 5 7l La com- 
patibilité au produit tensoriel extérieur pour / = N provient de la proposi- 
tion \EM 

Cela démontre la seconde assertion de l'énoncé, et la première compte-tenu 
du lemme et de ce que l'isomorphisme G^Tgrj) — * Gq (g> Tl ur ■ ) inverse 
du précédent est induit par ai (par les propositions 15.511 et 15 . 58[) . □ 
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Corollaire 5.70. Le fondeur exact induit un isomorphisme d'anneaux (sans 

unité si I est infini) entre Gq(!F) (g) Go(-^ï«rj) — ^0 ® ^lurj) et ^oi^Srj)- 
Dans le cas où I — N, ces fondeurs induisent également un isomorphisme 
d'anneaux pour la structure induite par le produit tensoriel total sur Tg r et T sur j 
(et le produit tensoriel sur T). 

Démonstration. Pour obtenir Pisomorphisme de groupes, il suffit de reprendre 
la démonstration de la proposition 15.691 compte-tenu de la proposition 15.581 La 
proposition 15 . 27l procure la compatibilité au produit tensoriel total. □ 

Quelques conséquences Avant d'aborder la description des objets projectifs 
indécomposables de Tg r .i fproposition l5.74| . qui sera cependant moins explicite 
que celle de ses objets simples, nous tirons de la proposition 15.691 le corollaire 
suivant relatif aux cosocles — rappelons que cette notion est introduite dans la 
définition IB.131 

Corollaire 5.71. Pour tout objet F de T <£> J 7 ^-, on a des isomorphismes 
naturels 

cosoc£/(F) ~ cosoc0/(F) ~ 9j(cosocF). 

Le premier isomorphisme est induit par la projection canonique £i(F) -» Oi(F) 
et le second par F -» cosoci* 1 . 

Démonstration. Grâce à la proposition [5?69l l'isomorphisme cosoc£/(-F) ~ 9i(cosocF) 
provient des isomorphismes naturels 

homçr&iF), 0j(S)) ~ iiom^ iur . (F, arf^S)) ~ hom^x^ (F, S) 

déduits des propositions 15.191 et 15.181 

L'isomorphisme cosoc#/(F) ~ 9j(cosocF) se déduit de la seconde assertion 
de la proposition 15. 171 □ 

Remarque 5.72. Le premier isomorphisme du corollaire 15 . 7 1 1 implique . que pour 
tout objet de type fini F de J-, Pépimorphismc canonique li(F) -» ki(F) est 
essentiel. En effet, un épimorphisme entre objets co-localement finis et à valeurs 
de dimension finie de !Fg r ,i qui induit un isomorphisme entre les cosocles est 
essentiel — cet énoncé s'obtient, par dualité, à partir de l'observation que dans 
une catégorie de Grothcndicck, un monomorphisme entre objets localement finis 
qui induit un isomorphisme entre les socles est essentiel. 

Le comportement de l'épimorphisme canonique li —» ki est totalement 
différent sur les objets de co-type fini ; ainsi, la proposition 15.161 montre que, 
dans le cas où / = N, cet épimorphisme se scinde toujours lorsque F est un 
injectif standard ly de T (alors que t-(iy) -» k{Iv) n'est un isomorphisme que 
pour V = 0). 

Rappelons que K désigne le groupe de Grothendieck des classes d'objets 
projectifs indécomposables de type fini (cf. notation lB.20j) . 

Lemme 5.73. 1. Le produit tensoriel extérieur induit un isomorphisme Kq{J-)® 

2. Si X est une catégorie essentiellement petite vérifiant l'hypothèse \ G. 14\ 
(page \ï2~$ , on obtient des isomorphismes réciproques l'un de l'autre entre 
Gq (Fct(X, et Ko(Fct(X, £k)) en associant à un objet simple sa cou- 
verture projective et à un objet projectif de type fini son cosocle. 



63 



Démonstration. La première assertion se démontre de manière analogue au 
lemme 15.681 

La seconde est un résultat classique en théorie des représentations (cf. |CR90j ) ; 
dans le cas général, on le déduit aisément en dualisant (à l'aide de l'hvpothèse lC.14j) 
des propriétés des enveloppes injectives dans les catégories de Grothendieck (cf. 
|Gab62] ) — on pourra se reporter à |Djab| pour une démonstration détaillée. □ 

Proposition 5.74. Le fondeur £j : T®T]. ur ^ — > Tg r j induit un isomorphisme 

de groupes abéliens K (!F <E> Tl ur j) —> K^Tgrj). 

Ainsi, le produit tensoriel des morphismes induits par l,j et pi fournit un 
isomorphisme K (T) ® K (T^ urj ) ^+ K (Fç r j). 

Dans le cas où I = N, le produit tensoriel total sur J-g r et J- sur j et le produit 
tensoriel sur T munissent les deux membres de structures d'anneau commutatif; 
Visomorphisme précédent est un isomorphisme d'anneaux pour ces structures. 

Démonstration. La proposition ^. 14l montre que le foncteur exact Ç/ conserve les 
objets projectifs de type fini, il induit donc un morphisme de groupes Kq(!F £g> 
^surj) ~~ * Ko{Fgr,i)- Par le corollaire 15. 711 le diagramme 

K (T ® Tl urj ) ^ K (Tç rJ ) 



commute, où les flèches verticales, induites par le cosocle, sont des isomor- 
phismes par la seconde assertion du lemme [5.731 Comme le morphisme (0/)* 
est un isomorphisme par la proposition I5.69L il en est de même pour le mor- 
phisme (£/)*. 

La première assertion du lemme 15.731 permet d'en déduire l'isomorphisme 
K (F)®K (Fl urj )^K {F Çr>I ). 

Le corollaire l5 . 301 établit enfin la compatibilité au produit tensoriel extérieur. 

□ 

Remarque 5.75. L'inverse de l'isomorphisme de la proposition 15.741 ne se décrit 
pas simplement en termes des foncteurs fondamentaux depuis Fç r ,i- 

6 La catégorie Tg r 

Nous introduisons dans cette section une catégorie de foncteurs Fg r (k), qui 
est intuitivement à Tg r (k) ce que .F(k) est à T sur j (k) . Nous en étudions quelques 
propriétés au paragraphe ^. li en vue d'applications à d'autres catégories. C'est la 
propriété de dualité démontrée au paragraphe 16. 2\ qui n'a pas d'analogue dans 
J-g r (k), qui nous permettra de compléter les renseignements sur la structure du 
foncteur k[Qr] déduits de la section [5] (§EE3]). 

Cette propriété interviendra également dans la partie IIII( afin d'appliquer 
des propriétés du foncteur lu à la catégorie Ti n j (k) . 

Notation 6.1. Nous noterons Jg r (k) la catégorie Fct(£ç r (k), S^). 
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6.1 Généralités 

La catégorie Tg r possède un comportement assez différent des catégories 
Tg r> i : elle n'entre pas dans le cadre étudié à la section El de sorte qu'elle ne 
s'interprète pas en termes de (co)modules. 

Plutôt que de donner une description complète des foncteurs qui apparaissent 
naturellement, par précomposition, à partir des foncteurs étudiés dans la section 
nous nous focaliserons sur les liens entre Tg r et Tg r . 

Notation 6.2. Le foncteur de précomposition incl : Tg r — » Tg r sera noté 9t. 

Nous introduisons maintenant un foncteur très analogue au foncteur w. 

Proposition et définition 6.3. // existe un foncteur exact et fidèle 3 : Tg r —* 
Tg r défini de la manière suivante : 

- action sur les objets : 

3(X)(V,B)= X(V,W) 

WeGr(B) 

- action sur les morphismes : si f : (V, B) — > (V, B') est un morphisme de 
£g r > 3P0(/) a pour composante X(V,W) -> X(V',W) (où W £ Qr{B) 
et W S Gr(B')) le morphisme induit par f si W = f(W) et sinon, 

- fonctorialité : si t : X — > Y est un morphisme de Tg r , 3(t) : 3(X) — » 
3(Y) s'obtient sur l'objet (V, B) par somme directe des t(V, W) pour W G 
Qr{B). 

Proposition 6.4. Le foncteur Z ■ J~g r — > Tg r est adjoint à gauche à 9t. 

La vérification de ces propriétés, analogue à celle des propositions l2 . 35 lct 12 . 361 
(ou l3.7l et 13.9p . est laissée au lecteur. 

Notation 6.5. L'endofoncteur 9î o ^ de Tg r sera noté T. 
Explicitement, on a 

X(X)(V,W)= X(V,B) (6) 

BeQr(W) 

pour X £ ObJ 7 ^ et (V, W) G Ob£^ r . 

L'unité de l'adjonction de la proposition 16.41 procure une transformation 
naturelle injective id — > T. Elle est donnée sur un objet X par l'inclusion 
X(V,W) X(X)(V, W) correspondant au facteur direct de ((6]) obtenu pour 
B = W. 

Notation 6.6. Nous noterons loui la transformation naturelle donnée 

par les inclusions 

X(V,W)^ X(V,W) (XGObJP 5r , (V,B)eOb£f r ). 

WGÇr(B) WeQr(V) 

Cette transformation naturelle jouera un rôle essentiel dans le paragraphe ! 10.21 
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Remarque 6.7. Le diagramme suivant d'endofoncteurs de Tg r , dans lequel les 
flèches non spécifiées sont les unités des adjonctions des propositions l6.4l et l5.9l 2, 
commute. 

id 



Nous introduisons à présent l'auto-dualité de la catégorie Tg r que l'on déduit 
de la proposition /définition [47221 dont on conserve la notation (-) v . 

Définition 6.8. Le joncteur de dualité (J 7 Q r )° v — > Fg r , noté Dç r , est la com- 
posée de la précomposition par (-) v : {£g r ) op — > £g r et de la postcomposition 
par (•)* : £°p -> E. 

On a ainsi (Dg r X)(V,W) = X((V, W) y )* pour tous X 6 ObT Çr et (V,W) G 
Ob^ r . 

La proposition suivante, que l'on déduit aussitôt de la proposition IC. 121 
justifie l'appellation de dualité. 

Proposition 6.9. 1. Le Joncteur Dg r : [Tg r )° v — > Tg r est adjoint à droite 
àDZ- 

2. Le joncteur Dg r induit une équivalence entre la sous- catégorie pleine de 
Tg r des fondeurs à valeurs de dimension finie et sa catégorie opposée. 

Cela permet de définir la notion d'objet auto-dual de Tg r , de façon similaire 
à la définition 11. Il 

Décomposition scalaire, tors de Frobenius et changement de corps 

Comme la catégorie £g r (h) est k- linéaire, il existe dans Tg r une décomposition 
scalaire au sens de la proposition / définition lC .201 On dispose par ailleurs, comme 
dans la catégorie J 7 g r (k), d'un tors de Frobenius et de foncteurs de restriction et 
d'induction relativement à une extension finie de k. On laisse au lecteur le soin 
d'écrire les détails et les propriétés de compatibilité de ces différents foncteurs. 

Objets finis La catégorie £' étant additive, on dispose d'un endofoncteur de 
décalage A^ r dans Tg r associé à chaque objet A de £ f , et l'on a des inclusions 
canoniques scindées id t — > A^Tm et id Aj^T^ , de conoyaux notés Âj k r ^ et 
A(kk) respectivement. On peut alors montrer le résultat suivant. 

Proposition 6.10. Un objet de Tg r est fini si et seulement s'il est nilpotent 
pour les deux foncteurs Â^ k r ^ et Â^ k r k ^ et à valeurs de dimension finie. 

Esquissons la démonstration de cette proposition, que nous n'utiliserons pas : 

1. le foncteur (At^*^, ^■f^k}) : -^S r ~ * ^Gr x Fqt est exact et son noyau se 
réduit aux foncteurs constants. On en déduit facilement qu'un foncteur de 
Tg r nilpotent pour Â^ k r ^ et Â^ k r k ^ et à valeurs de dimension finie est fini ; 
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2. à partir du caractère analytique des injectifs standard de T, on obtient 
que les injectifs standard de Tg r sont colimite de foncteurs nilpotents pour 

(X#\ e * ^fkk) e ^ ^ va l eurs de dimension finie, ce qui montre la réciproque. 

Remarque 6.11. On peut déduire de la proposition précédente un isomorphismc 
d'anneaux Gl(Tg r ) ~ Gg(.F)® 2 , d'une manière analogue à la proposition 15.691 

6.2 Propriété de dualité du foncteur û 

Ce paragraphe est consacré à l'étude d'une propriété de dualité liée au fonc- 
teur lu : Tg r — * T '. Son cadre naturel est la catégorie J-g r , par l'intermédiaire 
du foncteur introduit dans la notation suivante. En effet, la catégorie Tg r est 
étroitement liée à Tg r et possède un foncteur dualité, contrairement à Tg r . 

Notation 6.12. Nous désignerons par ui : Tg r — > T le foncteur composé 

T r ^ Tr ^ T 
•J yr J yr J • 

Le foncteur lu est donné explicitement par Ôj(X)(V) — B6 ç r (y) X(V, B) ; 
un morphisme / : V — > V de 8 ' induit l'application linéaire lo{X)(V) — > ui{V) 
dont la composante X(V,B) — > X(V',B') est le morphisme induit par / si 
B' = f(B), sinon. 

L'introduction de la variante suivante du foncteur ui est motivée par les 
propositions 16.141 et 16.151 

Notation 6.13. On note ui 1 : Tg r — * T le foncteur défini par 
Ù\X){V)=Ù{X){V)= X(V,B) 

BeÇr(V) 

et tel que pour tout morphisme / : V — ► V de £' , la composante X(V,B) — » 

X(V',B') de <jj'(X)(f) est l'application induite par le morphisme (V, B) — > 
(F', S') induit par / si f- l {B') = B, sinon. 

La proposition suivante exprime que les foncteurs ui et w' sont duaux. 

Proposition 6.14. Il existe des isomorphismes û) o Dg r ~ D o lu' etûj'o Dg r ~ 
D oui de joncteurs contr avariants de Tg r vers T . 

Démonstration. Cela découle de l'observation suivante : si / : V — » V est un 
morphisme de , W un élément de Gr{V) et W un élément de Gr(V), les 
conditions W x = '/(W'- 1 ) et W = /~ 1 (W) sont équivalentes, où */ : V"'* -> 
F* désigne la transposée de /. □ 

La proposition suivante constitue le résultat principal de ce paragraphe. 

Proposition 6.15. Les foncteurs ûj et oj' sont isomorphes. 

Démonstration. Soit ux,v ■ w{X)(V) — > ûj'(X)(V), pour X 6 ObJFç r et V G 
Ob£f, l'application linéaire linéaire dont la composante X(V 7 W) — > X(V,B) 
(où W,B G É/r(V)) est induite par l'inclusion (V,W) ^ (V, B) si W C B, 
sinon. Alors tix,v est un isomorphismc d'espaces vectoriels, car si l'on munit 
Gr(V) d'un ordre total < tel que W C B implique W < B, on obtient pour 
ux.v une matrice triangulaire par blocs, avec des blocs diagonaux identiques. 
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De plus, pour toute application linéaire / : V — » V, le diagramme 



Û(X)(V) — u{X)if) > Z(X)(V) 



commute. En effet, la composante X(V, W) — * X(V, B') de l'application ùj(X) (V) 
ùj'(X)(V) obtenue en suivant la composée supérieure est la somme des appli- 
cations induites par le morphisme (F, W) — > (V, B') induit par / indexée sur 
les W e Qr(V) tels que /(W) = W et W C B' . Autrement dit, cette compo- 
sante est l'application induite par le morphisme (V, W) — > (V, B') induit par / 
si f(W) C S' et sinon. 

De même, la composante X(V, W) — > X(V, B') de l'application û;(X)(V) — » 
â5'(X)(V) obtenue en suivant la composée inférieure est l'application induite par 
le morphisme (V", W) — » (F', B') induit par / si W C f^ 1 (B') et sinon, d'où 
la commutativité recherchée. 

Par conséquent, les applications linéaires itx,v définissent un isomorphisme 
ux ■ à{X) ^ ûj'(X) de J-, qui est naturel en X, d'où un isomorphisme de 
foncteurs u : Zj ^> Zj' . □ 

Les propositions 16. 151 et 16. 141 fournissent le corollaire suivant. 

Corollaire 6.16. Il existe un isomorphisme a : Zj o Dg r —> D oZj tel que pour 
tout objet X de Tg r , le diagramme 



Zj{D% t X) — =^ DZj{D Çr X) 



Dux 



ZS(Xf 



D 2 Zj{X) 



dont les monomorphismes non spécifiés sont les unités de l'adjonction commute. 

Démonstration. Soient a : lu o Dg r —> D o Zj' et b : Zj' o Dg r —> D o Zj les deux 
isomorphismes canoniques de la proposition 16.141 et u : Zj ^> Zj' l'isomorphisme 

de la proposition 16.151 Les deux composées Zj o Dg r —> D o Zj' — D o Ûj et 

b ~ 

w'oDg r — > Dolo coïncident, car si W et B sont deux sous-espaces 



LûoDg r — 

de V G Obé^, les conditions W C S et -B^ C W 1 - sont équivalentes. Notons 
a l'isomorphisme donné par ces composées. La commutation du diagramme de 
l'énoncé se ramène à celle de 



Ûj(Xf 



DZj'(Dg r X) 
Db x 

D 2 Ûj(X) 



qui se vérifie par inspection. 



□ 
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Dans le paragraphe suivant, nous utiliserons le corollaire 16. 161 par le biais de 
sa conséquence directe suivante. 

Corollaire 6.17. Si X est un objet auto-dual de J-g r , alors ui{X) est un objet 
auto-dual de J- . 

6.3 Structure de k[Çr] 

La proposition 15 .91 identifiant la catégorie Tg r à celle des k[Ç7r]-comodules de 
T illustre l'importance de ce foncteur dans l'étude des catégories de foncteurs 
en grassmanniennes. 

Structure fondamentale La proposition 12.391 montre que la décomposition 
scalaire de k[Qr] = m(k) se réduit à k[Qr] ~ k © k[Ç?r], où k[Qr] G ObJT (? _ 1 . La 
proposition 12.411 fournit quant à elle le résultat suivant. 

Proposition 6.18. Le foncteur k[Qr] ~ k © k[Qr] est colimite filtrante des 
sous-joncteurs w{T n {k)) ~ k[Ç?r<„] ; on a des extensions essentielles 

-» k[0r<„_i] -> k[Qr< n ] -» k[Gr n ] -> 

pour iowt nef. De plus, k[Ç?r<i] ~ k[(Jri] ~ 

Comme le foncteur Pk,g-i est indécomposable, on en déduit le corollaire 
suivant. 

Corollaire 6.19. Le foncteur h[Çr] est indécomposable. 

Appliqué au foncteur constant k, le corollaire l6. 17l fournit l'important résultat 
suivant. 

Proposition 6.20. Le foncteur k[Qr] est auto-dual. 

A partir de cette auto-dualité et de la structure de comodule de k[£?r], on 
obtient le corollaire suivant. 

Corollaire 6.21. Munissons le foncteur k[Qr] du produit et de l'unité obtenus 
en dualisant sa structure de coalgèbre de Boole. 

Le foncteur k[Çr] devient ainsi un foncteur en algèbres de Hopf. 

Démonstration. En reprenant la démonstration de la proposition 16.151 et en 
notant que B C et B c équivaut à B C (Wi + W 2 )^, où B, Wi et W 2 
sont des sous-espaces d'un espace vectoriel de dimension finie V , on voit que la 
structure d'algèbre sur k[Çr] est donnée sur V par 

k[Çr(V)] ® k[Çr(V)} -> k[0r(V)] [Wi] ® [VF 2 ] + W 2 ]. 

Ainsi, le produit de deux générateurs canoniques de k[Ç?r(V)] est encore un 
générateur canonique de k[^r(F)], ce qui montre que les structures d'algèbre 
et de coalgèbre de Boole sur cet espace vectoriel sont compatibles : c'est une 
algèbre de Hopf. □ 

À l'aide de la proposition 16.201 et du lemme suivant, laissé au lecteur, nous 
allons décrire les foncteurs hom^-(k[0r], •) et Ext^(-, k[Ç/r]). On rappelle que 
ev n : Tsurj ~ * GL„(k)Mod désigne le foncteur d'évaluation sur E n . 
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Lemme 6.22. Le fondeur homjF sur ■ (k, •) est isomorphe à lim evn 1 "™^ , où : 

neN 

- l'on désigne par ev^ 1 "' 1 ' le joncteur obtenu en prenant les invariants de 
ev„ sous l'action naturelle de GL„(k) ; 

- la limite est relative aux transformations naturelles eVn Ln — » ev^'™' 1 ' 
(pour n > m) induites par la projection E n -» _E m sur les m premières 
coordonnées. 

Proposition 6.23. Soient F G ObJ- et i G N. 71 existe des isomorphismes 
naturels 



GL„ 



et 



homjr(k\Çr],F) ~ lim F(.E„) 



Ext>(F,k[gr]) ~ (colimi^ ^ (GL„(k),F(^;„))) , 



Démonstration. Le lemme IB. 2 21 et l'adjonction entre et o (cf. proposition ^. 36| ) 
donnent le premier isomorphisme. Par auto-dualité de k[Qr] (proposition 16. 201) . 
on en déduit des isomorphismes naturels 

hom^(F,k[gr]) ~ homr(KGr],DF) ~ lim DF(E n ) GLn( - k ^ ~ (coumF(£ n ) Gin(k) ) 

neN neN 

L'intérêt de la dernière écriture est de remplacer la limite par une colimite 
filtrante, exacte. Cela permet d'en déduire le second isomorphisme, en dérivant 
les foncteurs considérés. □ 



Anneau d'endomorphismes Nous poursuivons l'étude du foncteur k[Çr] 
par la détermination de son anneau d'endomorphisme, donnée par le corol- 
laire EH1 

Définition 6.24 (Algèbre en grassmanniennes) . On appelle algèbre en grass- 
manniennes, et l'on note Ag r (k), la k-algèbre Endjr(k[Ç?r]). L' 'algèbre en grass- 
manniennes réduite, notée Ag r (k), est définie comme Endjr(k[Çr]). 

Le scindement ci7(k) ~ k © vu(k) fournit donc un isomorphisme d'algèbres 
A Çr (k) ~k®Â Çr (k). 

Pour déterminer explicitement ces algèbres, nous emploierons le lemme com- 
binatoire élémentaire suivant. On rappelle que p désigne la caractéristique de k 
et q son cardinal. 

Lemme 6.25. Soient l et i deux entiers naturels. 

1. Soit a un élément non nul de l'espace vectoriel E\. Les classes d'équivalences 
de la relation définie par W ~ W si W + a = W + a sur l'ensemble des 
éléments W de Gr~i(Ei) ne contenant pas a sont de cardinal q % , donc mul- 
tiple de p si i > 0. 

2. Si i < l, le cardinal de l'ensemble Gri(Ei) est congru à 1 modulo p. 

Démonstration. Pour le premier point, on note que le groupe GL(W © a, a) des 
automorphismes u de W ©a tels que u(a) = a opère transitivement sur la classe 
d'équivalence de W, le stabilisateur de W étant GL(W). Le cardinal de cette 
classe est donc celui de GL(W © a, a)/GL(W), soit q l . 
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Pour la seconde assertion, on remarque que le cardinal de l'ensemble P\ç(Ei, Ei) 
es t n^otf - ï 3 )- Comme l'ensemble Gri(Ei) s'identifie au quotient de Plg(.E{, E{) 
par l'action libre de GL;(k), on a pour i < l 

CardPlg ^ g'"' - 1 

Cardgn(0= CardG£(k) =II^J-T" 1 (-°^)- 



9 

j=0 y 



□ 



La proposition suivante fournit une première description de l'algèbre en 
grassmanniennes . 

Proposition 6.26. La k-algèbre Ag r (k) est isomorphe au k-espace vectoriel k N 
muni de loi multiplicative * définie par 

(f*9)(n)= E f®9(j)+ E 

i,j>0 i,j>0 

Démonstration. Par la proposition 1 2 . 36l on a un isomorphisme (linéaire) d'ad- 
jonction Ag r (k) ~ homp surj (k, o(k[Çr})). Le GL„(k)-module ev„(o(k[Ç/r])) est 
librement engendré comme k-espace vectoriel par Çr(E n ), sur lequel GL„(k) agit 
tautologiquement. Le sous-espace vectoriel ev n (o(k{Çr])) GLnl - k î de k[Çr(E n )] a 
pour base Sq , s™, . . . , s™, où s™ désigne la somme des générateurs canoniques [S] 
associés à un sous-espace B de dimension i de E 1 ,,,. L'application linéaire induite 
par la projection E n+ \ -» E n envoie s™ +1 sur s"_i si i > et Sq +1 sur Sq , grâce 
à la première assertion du lemme 16.251 

Par le lemme 16.221 on en déduit une identification entre Ag r (k) et la limite 
L des espaces vectoriels k n ^ (dont nous continuerons a noter Sq , s™, . . . , s™ une 
base privilégiée) relativement aux applications linéaires /„ : k™ +1 — > k™ données 
par s? i-» s?~i pour i > et s% i-» Sq -1 . 

Soit , Z", . . . , ZJJ la base duale de Sq , s™, . . . , s™. L'application linéaire a : 
L —y k N (wn)neN > Oo( u n))neN est bijective; sa réciproque est donnée par 



b : k N -> L (t„)«eN >-» Un^o + E(*"-' + *n-»+i) s 

z=l 

En effet, & prend bien ses valeurs dans L parce que 

n n 
/n(*n»o + + *n-i+l)»?) = Mi)" 1 + E^»^ + *«-i+l) s ?-l 



t=l 

n-1 



r 1 



l'égalité ao& = id est immédiate, et &oa = id se déduit facilement des remarques 
précécentes. 

On a ainsi obtenu une identification de Ag r (k) et k N comme espaces vecto- 
riels; il reste à lire la structure multiplicative de Ag r (k) dans les isomorphismes 
précédents. 
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Soient u un endomorphismc de ~k[Qr\ et (t n ) ne ^ l'élément de k N correspon- 
dant. Par ce qui précède, pour tout sous-espace W de V € Ob£f, le générateur 
[W] dek[Çr(V)) est envoyé par u(V) sur t m s (W)+Y%L 1 (tm-i+t m -i+i)s i (W), 
où m = dimW et s»(W) est la somme des générateurs de k[Çr(y)] associés 
aux sous-espaces de dimension i de V. On en déduit que ub„ envoie s^ n sur 
t m SQ + YliLifan-i + t m -i+i)sf, puisque le coefficient d'un générateur [B] (où 
dimf? = i) dans cette image est égal au cardinal de l'ensemble des sous-espaces 
W de E n de dimension m contenant B, multiplié par tg si i — 0, t m -i + t m -i+i 
si 1 < i < m, et sinon. Le cardinal en question n'est autre que celui des sous- 
espaces de dimension m — i de E n /B, égal à 1 dans k par la seconde assertion 
du lemme [6.251 d'où notre assertion. 

Soient u' un autre endomorphisme de k[Qr] et u" — u'u ; notons (t' n ) ne jq et 
(OneN les éléments de k N correspondant à u' et u" respectivement. On a 

n 

u"(E n )([E n \) = u'(t n sZ + J^ttn-i + in-i+lK) 

z=l 

n i 

— t n t' SQ + y^ftn-i + *n-i+l)(*i s + + *i-j+l) s i) > 

i=l 3=1 

d'où en identifiant le coefficient de Sq 

n 



i-\-j—n n+1 
i,j>0 i,j>0 



ce qui achève la démonstration. □ 
Corollaire 6.27. La loi * sur l'espace vectoriel k N définie par 

(/*$)(») = £ /(i)0(7)+ E /(^0') 

i+j— n i+j—n+1 

fait de k N une k-algèbre isomorphe à Ag r (k). 

Démonstration. Dans l'isomorphisme précédent, Ag r (k) correspond à l'idéal de 
k N des fonctions nulles en 0. □ 

Corollaire 6.28. L'algèbre Aç,.(k) est une algèbre de séries formelles sur l'élément 
t donné par la fonction N* — > k associant à 1 et 1 à n > 2. 

Démonstration. Pour tout / e Ag r (k), on a r/(n) = /(n — 1) si n > 2 et 
t/(1) = 0. On en déduit que T k est la fonction ni— >lsin>fc + l, sinon. Cela 
fournit aussitôt le résultat. □ 

Explicitement, l'isomorphisme est donné par X^sn * 1 "' l— ^ ( S™=o 1 a ' 

Remarque 6.29. 1. En reprenant la démonstration de la proposition 16. 26] on 
voit que Pendomorphisme r envoie un générateur canonique [W] sur 

E [*]• 

codimvi/-B— 1 
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2. Malgré le corollaire 16.281 il pourra être utile de conserver la description 
de Ag r (k) donnée à la proposition 16.261 Cela apparaîtra clairement à la 
remarque 16.311 1X1 

Nous terminons cette section par quelques considérations combinant l 'auto- 
dualité de k[Çr] (proposition 16 . 20| ) et le corollaire 16.281 

Corollaire 6.30. L'involution de l'algèbre Ag r (k) induite par V auto -dualité du 
Joncteur k[Qr] est triviale. 

Démonstration. Par le corollaire l6.281 il suffit de le vérifier sur l'endomorphisme 
r de k[Ç?r]. 

Pour cela, on note que la structure auto-duale de k[Çr] est donnée par les 
formes bilinéaires 

b v : k[Gr(V)} x k[0r(V*)] -» k (i W l i H }) ^ 1 si H c W± >° sinon - 
On calcule alors, pour W G Qr n (V), 

b v (r([W]),[H}) = bv([B],[H}) = 

Card{B € Gr n -i{W) \ H C B ± } = CaxdGr n -i(W n H^). 

En utilisant le lemme [ïï.25[ on voit que cet élément de k vaut 1 si dim(W / n 
H ) > n — f, i.e. dimVF — dim(fl^niî x ) < 1 , et sinon. Comme cette condition 
est symétrique en W et H (modulo l'identification de V à V**), cela donne la 
conclusion. □ 

Remarque 6.31. 1. On déduit la structure d'algèbre de Hopf sur h[Qr] donnée 
par le corollaire 16.211 une nouvelle structure d'algèbre sur Ag r (k), donnée 
comme suit. Si u et v sont deux éléments de Aç r (k), leur produit u.v est 
le morphisme composé 

k[Qr] -» k[0r] ® k[g r ] k[Çr] ® k[gr] -» k[É?r] , 

où la première flèche est le coproduit et la dernière le produit (cf. [Kuh95]. 
§5). 

Dans l'isomorphisme Aç r (k) ~ k N de la proposition 16.261 le produit . est 
le produit usuel d'algèbre de Boole de l'anneau produit k N . Pour le voir, 
il suffit de reprendre la démonstration de la proposition 16 . 26l et de consta- 
ter que, en conservant ses notations, le produit de s™ et de s™ (pour la 
structure d'algèbre de Boole de k[Çr(E n )]) est Sq si i = j = 0, et que 
sinon le coefficient de Sq dans sa décomposition dans la base Sq , . . . , s™ de 
k[Qr{E n )} GLn{ ^> est nul (en fait, on a sf.s™ = s 7 ^^^). Avec la descrip- 
tion du corollaire 16.281 on a r'.r^ = T max ( 1 ^) . 

2. Si X est un objet de Tg ri on peut munir naturellement le groupe abélien 
homg r (uj(X),k[Çr]) d'une structure de module sur l'algèbre de Boole 
(Aç r (k),.), en utilisant la structure de k[t/r]-comodule de uj(X) et en 
procédant comme au point précédent. Cela suggère une structure algébrique 
très riche sur ces objets, qui sont également, comme tous les groupes 
homç r (F, k[Ç/r]), des modules sur l'algèbre de séries formelles (Ag r (k), *) ~ 
k©k[[r]]. 
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7 La catégorie Tq t j comme catégorie de modules 

L'équivalence entre la catégorie Tg r et la catégorie des k[Ç?r]-comodules re- 
pose sur l'adjonction entre les foncteurs i et lu. Nous donnons maintenant une 
équivalence entre la catégorie Tg r (et plus généralement, toutes les catégories 
J-çrj) et une catégorie de modules sur une monade explicite à partir de l'ad- 
jonction entre les foncteurs £ et a. 

Convention 7.1. Dans cette section, on se donne une partie I de N. 

On rappelle que le foncteur £j : F®Tl ur j — * J-g r ,i est adjoint à gauche à ai 
(proposition I5.19j) . Les transformations naturelles introduites dans la notation 
suivante seront identifiées dans la proposition [721 

Notation 7.2. Nous désignerons par Tg r j — (Âl ur j,ug r j, (J>g r ,i) la monade 
sur T ® Flwj associée à l'adjonction entre les foncteurs et aj conformément 
à la proposition IA.5I Ainsi : 

1. on a Àl urj = ai o £ 7 , soit À I surj (F)(A, B) = F (A © B, B) sur les objets 
(F e OhF®Tl urp A G Ob£f, B e Ob£i urj ). 

2. La transformation naturelle ug r j : id — > Ag Urj - est l'unité de l'adjonction. 

3. La transformation naturelle [ig r j : (Àf -) 2 — > A sur j est donnée par 
a i( v £i)i ou v désigne la coùnité de l'adjonction. 

Proposition 7.3. Soit F un objet de T ® ^l ur j ■ 

1. L'unité ug r j : id <— > Â sur j est la transformation naturelle injective telle 
que {{ug r j)F)(A,B) '■ B) — > F (A © B, B) est induit par le monomor- 
phisme canonique {A, B) <^-> (A®B,B) pour tous F G Ob T <g> J- sur j, 
AeOb^ et B eOb£l urj . 

2. La multiplication [ig r j : (A^^) 2 — > A^^- est fournie par le morphisme 
F(A@B®B : B) -y F(A®B,B) induit le morphisme A®B®B -> A®B 
somme directe de idA et de la somme B © B — > B , et par le morphisme 
identique B — > B. 

3. Il existe un scindement naturel 

F^^Àl urj (F)^^F 

où (pg r .i)F est donné sur l'objet (A,B) par le morphisme induit par 
l'épimorphisme canonique {A® B,B) -» (A,B), pour tous F G Ob.F<g> 
Tl urj> A G Oh£f etB G Ob£l urj . 

De plus, {F, (pg r ,i)F) est un module sur la monade 7g r j. 

Démonstration. Analysons la monade associée à l'adjonction entre les foncteurs 
D/xQ5/ : £^ r j -> £f x£^ urj et £/ : £ s x£^ urj -> £| rJ (cf. proposition ^. 17|) . Son 
unité est la transformation naturelle id — + (Û/ x *B/)£/ donnée par l'inclusion 
(A, B) <—* (A(BB, B) (de composantes l'inclusion du facteur direct A et ids)- Sa 
multiplication est donnée par le morphisme {A®B@B, B) — > (A®B, B) induit le 
morphisme A®B®B — ► AffiB somme directe de zcZa et de la somme B(BB — > £?, 
et par le morphisme identique i? — > £>. En effet, la coùnité de l'adjonction est 
donnée sur l'objet (F, W) de £i r z par le morphisme (F © VF, V7) — > (V, W) de 
composantes itfy et W V. 
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En utilisant la proposition IC.51 on en déduit les deux premières assertions. 
La dernière est immédiate. □ 

Le dernier point de cette proposition conduit à donner la définition suivante, 
qui introduit une sorte de foncteur de différence dans T ® ^lurj > distinct de 
Pendofoncteur A* considéré à la fin du paragraphe 15. 



Définition 7.4. Le noyau de (pg r ,i)F, qui s'identifie donc au conoyau de 
(uç r j)p, sera noté -(i* 1 ). On définit ainsi un endofoncteur exact A^ urj de 

■F ® 3~surj ■ 

Le reste de cette section s'emploie à tirer les conséquences du résultat suivant. 

Proposition 7.5. La catégorie Tg r ,i est équivalente à la catégorie des modules 
sur la monade Tg r ,i de T ® J~g Ur j ■ 

Démonstration. Il s'agit d'un cas particulier de la proposition ! A. 91 □ 

Convention 7.6. Dans la suite de cette section, nous identifierons la catégorie 
J-g r j avec la sous-catégorie des modules sur Tg r j de T ® T\ ur y Autrement dit, 

un objet de Tg r j sera désormais un couple {X,bJ sur ^X — X), où X est un 
objet de J- ® Fl ur j et fax un morphisme tel que : 

1. la composée X l " USr - I " lx > X X est le morphisme identique ; 

2. les composées (Â' ) a * Â' * ^ X et (Â' ) a * 



A{„„1 — X coïncident. 



Par abus, nous noterons souvent simplement X pour (X, mx)- Nous désignerons 
aussi par mx le morphisme Al ur jX c — > Ag Urj -X "' x > X. 

Avec ces conventions, les morphismes (X,rhx) — ► (Y, my) de J-gr,/ sont les 
morphismes / :l^FdeJ® ^iurj tels que le diagramme 



j x ^l Al y 

surj surj 



X f -^Y 



commute. Cette condition est équivalente à la commutation du diagramme ana- 
logue sans tilde. 

Le lien avec la définition originelle de la catégorie J~g r ,i s'obtient à partir 
des remarques suivantes : 

1. le 7g r j-module associé à un foncteur X : £t 7 — > £ est <tj(X) (muni de 
la multiplication dérivant de l'adjonction de la proposition 15. 19]) ; 

2. le foncteur si 7 — > E associé à un 7g r> /-module X est le coégalisateur 
de Çi(rhx) et de la flèche canonique ^j(A^ urj X) — > Çi(X) (adjointe à 

Nous identifions maintenant le foncteur 8j en termes de modules sur la mo- 
nade Tg r j. 
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Lemme 7.7. Soient F un objet de F ® J~l ur j, et (A, B) un objet de £g r t - 
Notons pa.b ■ A © B — » A et tta,b '■ A -» A/B les projections canoniques et 
qa,b ■ A © B — > A le morphisme dont les composantes sont idA et l'inclusion 
B A. La suite 

F(A®B, B) — ; • ) F(A, B) v — > F(A/B, B) -> (7) 
lie est exacte. 

Démonstration. Notons i : i? A l'inclusion : on a tta.b o i = 0, donc 77^3 o 
<Za,b = ka.b°Pa,b, ce qui montre que la suite ((7|) est un complexe. La surjectivité 
de F(nA,B,idB) provient de ce que (tta,b, ïoIb) ■ (A, B) — » (A/B, B) admet une 
section. 

Pour établir l'exactitude en F(A, B), considérons une rétraction r : A -» B 
de i et notons u : (A,B) — > (^4 © B,B) le morphisme (id^ © r, ids)- Alors 
(Pa,b, idB)°u = idiA,B)i tandis que (ça.-B, idB)°u est nul sur (i3, 0), donc se fac- 
torise par (tt^BjïoJb). Par conséquent, la restriction à N = ker F(ita,b ^ids) de 
F(u) est une section du morphisme F(A(BB, B) — > N induit par F(pA,B,idB) + 
F(qA,BiidB), ce qui achève la démonstration. □ 

Remarque 7.8. Cette suite exacte est une partie d'une suite exacte longue 
dépendant d'une structure simpliciale (cf. proposition 17. 19|) . 

On déduit du lemme 17.71 compte-tenu des remarques précédentes sur le lien 
entre les deux descriptions de Tg r ,i, l a proposition suivante. 

Proposition 7.9. Le fondeur 9] : T © T aur j — ► J-ç r ,i est donné par 6i(F) — 

(F, {pçt,i)f ■ ^lurjF ~* F) sur l es objets — cf. proposition \ 7.3\ 3 — et par 
l'égalité homg ri i(9j(F), 9j(G)) — hom^^r (F, G) sur les morphismes. 

Autrement dit, 9] identifie T © Flurj a ^ a sous-catégorie pleine de Tg r ,i 
formée des objets X tels que mx = 0. 

Remarque 7.10. Ce résultat fournit une seconde démonstration de la pleine 
fidélité du foncteur 9i et de ce que son image est une sous-catégorie de Serre de 
Tg r j (cf. proposition [5TTTJ). 

Exemple 7.11. Considérons le cas où J est réduit à l'entier 1. On a A\ ur ^ = A ; 
le foncteur u)\ : Tg r .\ — > T associe à un objet (X,rhx) le coégalisateur de la 

flèche canonique P © AX — > P © X (composée de P © Al P® 2 © AX, 

où j est le coproduit de P, et de P® 2 © AX p ®-© P ® X, où f est la coùnité 
de l'adjonction) et de P © mx- Cette description de u}\ se déduit aisément de 
l'exactitude de ce foncteur de l'isomorphismc canonique u)\ o L\ ~ P © •. 

Par conséquent, la proposition 17.91 montre que, pour tout objet F de T, 
le foncteur loiKi(F) est canoniquement isomorphe au conoyau de l'application 
naturelle P © AF -> P © F. 

7.1 Le foncteur r\i 

Les considérations précédentes permettent de décrire très naturellement l'ad- 
joint à gauche au foncteur 
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Définition 7.12. On définit un foncteur rjj : Tç r j — * T <S> ^i ur j par f]i{X) = 
cokermx sur les objets; si / : X — > Y est un morphisme de 70 ri /-modules, 
T)i(f) : Tji(X) — > T)i(Y) est le morphisme induit par /. 

Ainsi, le foncteur r/j : Tg r j — > J 7 <£> T l sur ^ est un quotient du foncteur 07. 

Lemme 7.13. Pour tout foncteur X de Tg r j, il existe un épimorphisme naturel 
X -» 9irji(X). De plus, 9ir]i(X) est le plus grand quotient de X appartenant à 
l'image du foncteur 9j : T <E> J~ sur j — * J~ç r j. 

Démonstration. Le diagramme 



de T ® ^surj commute, de sorte que la projection <tt(X) -» r/j(X) induit un 
épimorphisme X -» 9ir)i(X) dans Tg r j. La proposition 17.91 et la propriété 
universelle du conoyau montrent ensuite que tout épimorphisme de X sur un 
foncteur dans l'image de 9j se factorise par X -» 9]i]j(X). □ 

Le principal résultat de ce paragraphe est le suivant. 

Proposition 7.14. Le foncteur rjj est adjoint à gauche au foncteur 9j : T <g> 

■'surj * •'QrJ- 

Démonstration. C'est une conséquence directe du lemme précédent, puisque le 
foncteur 9i est pleinement fidèle (cf. proposition 15 . 1 7[) . □ 

Les deux énoncés suivants sont à rapprocher du corollaire 15.711 relatif aux 
cosocles. 

Corollaire 7.15. existe un isomorphisme 

cosocX ~ 9i(cosocr]i(X)) 
naturel en l'objet X de Tg r j. 

Démonstration. Ce corollaire se déduit des propositions 15.691 et 17.141 □ 

Proposition 7.16. // existe des isomorphismes d'endofoncteurs de T ® ^l ur j 

rjj o Ç] ~ r\i o 9j ~ id. 

Démonstration. L 'isomorphisme rjiÇj ~ id vient de ce que le foncteur ?7j£j est 
adjoint à gauche à 07 0/ ~ id (proposition 15. l5| . 

L'isomorphisme r/j9j ~ id découle de la proposition 17.91 et de la définition 
de 777. □ 

Nous signalons dans la remarque qui suit un autre lien entre les foncteurs 
7/j, Çi, 07 et 0!. 
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Remarque 7.17. On vérifie qu'il existe un diagramme commutatif cocartésien 



9 I<Tl (x) — ^e m (x) 

naturel en l'objet X de Tg r j. 

La proposition suivante, qui ne découle pas formellement de l'adjonction 
entre les foncteurs r\i et 6j, illustre l'utilité de la description monadique explicite 
de la catégorie Fg T ,i- 

Proposition 7.18. // existe un isomorphisme 

m (X®Y)~ m (X)® m (Y) 
naturel en les objets X et Y de Tg r j. 

Démonstration. La commutation du foncteur A\ ur ^ au produit tensoriel procure 
un isomorphisme canonique A\ urj (X ® Y) ~ (Al urj X <g> Y) ® (X <Z> A T aurj Y) © 
(Al ur jX ® Al ur jY), dans lequel mx®Y se lit comme le morphisme de compo- 
santes A' surj X ® F X®Y,X® A T 8urj Y X ® F et Af urj X ® 

^surj^ mxl8my > X ® F. Par conséquent, l'image de mx®Y est la somme des 
sous-objets im(mx) ® F, X ® im(my) et im(mx) ® im (my) de X ® F, 
i.e. im(mx) F + X ® im(ray) = ker (X ® F -» î]i(X) ® ?7/(F)). Ainsi, 
cokermx0Y = Vi(X ® F) s'identifie à i]j(X) ® ?7/(F). □ 



7.2 Résolution canonique et algèbre homologique mona- 
dique 

L'intérêt majeur de l'adjonction entre les foncteurs : (g) -T 7 /^- — ► ^-g r ,/ 
et 07, qui sous-tend toute cette section, réside dans la possibilité de construire 
une résolution naturelle d'un objet de Tg r ,i par des foncteurs dans l'image 
du foncteur £/. Cette résolution, donnée par la proposition suivante, permet 
de ramener le comportement homologique de la catégorie J-ç r j à celui de la 
catégorie (g) T\ UTi . 

Proposition 7.19. // existe une suite exacte 

• ■ ■ -> ^(A^r^x) - o(Aj urj .) n -Vj(x) 

• • • -> £,A^ rj <7 7 (X) - o-j(X) - X - (8) 
naturelle en l'objet X de Tg r j. 

Démonstration. Nous revenons à la définition originelle de Tg r j, et notons E 
la sous-catégorie pleine de Ens^ formée des ensembles finis non vides. 

On définit un foncteur a : Eg r I x E op — > £g r I en associant à un objet 

{V, W) de £g r j et à un ensemble fini non vide E la somme amalgamée de V et 
de W E relativement aux monomorphismes W > V (inclusion) et W > W E 
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(plongement diagonal — on utilise ici la non-vacuité de E) muni de la base 
W. L'action sur les morphismes se déduit de la fonctorialité de l'association 
£f x (Ens / )°P -> £f (V, E) i-> V e ~ V <8> k E . On remarque que si E est de 
cardinal n, l'endofoncteur a(-,E) de £g r j est isomorphe à la n — 1-ième itérée 
du foncteur £/ o (£)/ x 25 j). 

Par restriction à la sous-catégorie simpliciale A de E (squelette de la sous- 
catégorie des ensembles totalement ordonnés, les morphismes étant les applica- 
tions croissantes), on en déduit un foncteur £g r j x A op — ► £g rI , puis c^. j : 

£g r j — » Fct(A op ,£g r 7 ). Ce foncteur vérifie les propriétés suivantes : 

1. en degré zéro, on a (cg r j)q — ; 

2. en degré un, on a (c^ r 7 )i ~ £/ o (£)/ x S/) ; 

3. plus généralement, en degré n e W, on a (c£. 7 )„ ~ £jo((0/X*B/)£/) n X o 
(OjxBx). 

Par précomposition, on en déduit un foncteur 

Cç r j : Tq t ,i = Fct(£^ r V £) - Fct(^ rJ x A 1 *, £) ~ Fct(A op , Tg r j). 

Les remarques précédentes montrent que (C^, J )o — irf et (Cg~ r 7 )„ ~ (A^) 11-1 ^ 
pour n > 0. 

Le complexe de Moore associé à cet objet simplicial fournit dans J-g r j un 
complexe 

■ • . - C/ÀL r ^/(^) - W*) - * - o 

naturel en X. Nous allons montrer qu'il est acyclique. Evaluée sur un objet 
(V, W) de £g r j, sa différentielle d n : {Cg\ 7 )„ — > (Cg\ I ) n -i es t l a somme al- 
ternée des n+l morphismes induits par [v, Wq, . . . , w n ] <— » [v, Wo, • ■ ■ , Wi, . . . , w n ] 
(le chapeau signifiant que le terme considéré doit être omis) , où l'on désigne par 
[v, wq, ■ ■ ■ , w n ] la classe dans V®W n+1 (base de (cg\ j)n(V, W)) de (v, Wo, ■ ■ ■ , w n ) G 

V®W n+1 . On obtient donc une homotopie entre les endomorphismes nul et iden- 
tique de ce complexe en considérant les morphismes induits par [v, wq, . . . , w n ] *—>■ 
[v, —tt(v),Wo, . . . ,w n ], où 7r : V — > W est un projecteur. 

La suite exacte de l'énoncé s'obtient en considérant le complexe normalisé 
associé à Cg r j, qui est homotopiquement équivalent au complexe de Moore, 
donc également acyclique. □ 

Remarque 7.20. 1. La proposition 17.191 repose uniquement sur la proposi- 
tion !7.3l 3 (relative au scindement naturel de la monade Tg r j). Nous avons 
préféré en donner une démonstration directe car les objets simpliciaux de 
£g r j qui apparaissent sont particulièrement naturels, et plus parlants que 
la construction générale d'un objet simplicial canonique à partir d'une 
monade scindée. 

2. Les monades et les comonades (en particulier, celles qui proviennent d'ad- 
jonctions) fournissent un cadre général efficace pour faire de l'algèbre ho- 
mologique, y compris dans un contexte non abélien; la proposition 17. 19l et 
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les quelques conséquences que nous développons en sont un cas particulier. 
On trouvera dans |BB69| une exposition systématique de ces notions. 
On prendra garde au fait que la notion de résolution canonique dans ce 
cadre général est légèrement différente (on part d'une comonade pour 
obtenir une résolution homologique) . En appliquant le foncteur 07 à la 
résolution de la proposition l7.19l on obtient la résolution canonique pour la 
comonade associée à l'adjonction entre £j et crj qui sert de point de départ 
à |BB69j . La possibilité de « relever » cette résolution dans T ® J-gurj en 
une résolution dans Tg r ,i provient du scindcmcnt de la monade Tg r j ; 
alors que la résolution initiale dans T ® T\ ur ^ n'apporte essentiellement 
rien, la proposition 17.191 constitue un résultat important sur la structure 
de Tg r j. 

Définition 7.21 (Résolution canonique). Le complexe concentré en degrés po- 
sitifs 

• ■ ■ - UAL rj Tvi(X) -> ^(Ai^r-^X) ->..--» frA^niX) - 6 aj(X) 

de la proposition 17.191 est appelé résolution canoniquerésohitioTi canonique de 
l'objet X de T Qr j. Nous la noterons WH" r ' I {X). Ainsi, $% rJ (X) = ^ I (A I sur] ) n a I (X) 
si n > 0, sinon. 

Le résultat suivant constitue l'une des conséquences les plus notables de la 
proposition 17.191 

Corollaire 7.22. // existe une suite spectrale du premier quadrant (donc conver- 
gente) naturelle en les objets X et Y de Tg r j dont le terme E 1 est donné par 

E l p>q = Ext^^_((A s I „ rJ .)V J (X), C r 7 (^)) 

et dont l'aboutissement est Extg r/ (X, Y). 

Démonstration. On considère les deux suites spectrales associées au bicom- 
plexe homg r j(^ rJ (X), J*{Y)) (cf. |ML63j . chapitre XI, §6), où J*(Y) désigne 
une résolution injective de Y, que l'on peut choisir fonctoricllc en Y, car la 
catégorie Tg r j possède un cogénérateur injectif. La suite spectrale obtenue en 
prenant d'abord la différentielle de ^ (X) dégénère au terme E 2 , donné par 
Ext0 r j(X, Y), tandis que celle obtenue en considérant d'abord la différentielle 
de J*(Y) a le terme E 1 indiqué dans l'énoncé, par adjonction entre les foncteurs 
exacts et 07. □ 

La proposition suivante montre que l'on peut ramener théoriquement le cal- 
cul des groupes d'extension dans J-g r ,i entre des foncteurs finis à un nombre 
fini de calculs de groupes d'extension entre foncteurs finis de T ® Tl ur ^ . 

Proposition 7.23. La résolution canonique d'un foncteur polynomial X de 
J~g r ,i est finie; sa longueur est majorée par àegX + 1 si X ^ 0. 

Démonstration. Grâce à la proposition 1 5 . 5 il il suffit de voir que l'endofoncteur 
^lurj de ^F^^iurj diminue strictement le degré des foncteurs polynomiaux non 
nuls. Ce fait est une traduction du lemme 15.561 □ 
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Nous appliquons maintenant la proposition 17.191 à des considérations rela- 
tives aux foncteurs dérivés gauches du foncteur rjj , qui est exact à droite par la 
proposition 17.141 

Notation 7.24. Étant donné n E Z, nous noterons /i„ 7 : Tg r .i — > T ® ^surj 
le n-ième foncteur dérivé gauche de r/j . 

Remarque 7.25. Les foncteurs dérivés de r\i mesurent, intuitivement, le défaut 
d'essentielle surjectivité du foncteur 6j, donc la différence homologique entre 
les catégories T ® ^/ urj - et Tg r j. Cela motive la notation employée pour ces 
foncteurs. 

En effet, si l'on se restreint aux foncteurs finis, nous avons vu (proposi- 
tion [ÏÏ33]) que tout objet de Tq t j s'obtient par extensions successives de fonc- 
teurs appartenant à l'image du foncteur 6j. La description de ces objets équivaut 
donc essentiellement au calcul de groupes d'extensions entre deux objets de 
l'image de 6j. Ces calculs font naturellement intervenir les foncteurs ft-„ r,/ : il 
existe une suite spectrale du premier quadrant 

El q = Ext^^f ' T (X),F) =► Exta rJ (X, W)) 

naturelle en les objets F de T ® J-gurj e * ^ de ^~Qr,i- 

La proposition et le corollaire suivants établissent le lien entre le foncteur 
gradué h* ' ' 7 et la résolution canonique. 

Proposition 7.26. Pour tout entier n > et tout objet F de T (g) Fl ur j, on a 

K'-'^H'' o. 

Démonstration. Soit P. une résolution projective de F. Comme le foncteur £/ 
est exact et préserve les projectifs (son adjoint à droite 07 est exact), £(P.) est 
une résolution projective de £i(F). La proposition 17.161 montre que 77/^7 (P.) 
s'identifie à P.. Ce complexe, dont l'homologie est (isomorphe à) ft,* (£r(P)), 
est donc acyclique en degrés strictement positifs. □ 

Corollaire 7.27. Le foncteur gradué h * r ' 7 est canoniquement isomorphe à l'ho- 
mologie du complexe r/ifôt' 1 ) de foncteurs Tg r j — > T <8> J~l ur j ■ 

Nous illustrons à présent la proposition 17.261 par un calcul élémentaire. 

Exemple 7.28 (Calcul sur les injectifs standard — cas I = N). La proposi- 
tion [STÏïï] permet un calcul rapide des objets ht(I?y W \)- En effet, par les pro- 

positions l7.16l et l7.26l on a /iQ r (i(7y )) ~ Iy, où l'on plonge T dans T®T sur j par 
le foncteur ■ Kl k, et /i„ (t(Iy)) = si n ^ 0. Comme T]{I(y,o)) — V{ K (Iv)) — Iv 
(par les propositions 15.141 et I7.16P , on a finalement : 

1. l'objet gradué hf{I?y W \) est nul si dimW^ > 0; 

2. l'objet gradué ht(lfy \) est concentré en degré 0, où il est naturellement 
isomorphe à Iy. 

La proposition 17.181 fournit la formule de Kûnncth suivante. 

Proposition 7.29. // existe un isomorphisme d'objets gradués de T <g> ^Fgurj 

h^'iX ® Y) ~ hf J (X) ® hf J (Y) 
naturel en les objets X et Y de Tç r j. 
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Démonstration. Comme le foncteur £/ commute au produit tensoriel, la pro- 
position 17.261 montre que le complexe total du produit tensoriel des résolutions 
canoniques de X et Y est une résolution rçj-acyclique de X ® Y. L'homologie de 
ce complexe étant naturellement isomorphe au produit tensoriel de h* 7 "' 1 (X) et 
h^' 1 (Y), on en déduit la proposition. □ 



8 Les catégories J-pi n 

Le diagramme de recollement de la proposition 15.41 permet de dévisser la 
catégorie de foncteurs en grassmanniennes globale Tg r (k) à l'aide des catégories 
•7"ç7r,n(k). Il est patent que l'on peut pousser plus loin ce dévissage, en rai- 
son de l'intervention du groupe linéaire GL n (k) dans un grand nombre de 
considérations relatives à cette catégorie. Nous étudions dans ce qui suit des 
catégories réalisant un tel dévissage, dans un sens qui sera précisé et illustré à 
la fin du paragraphe 18.21 

Convention 8.1. Dans toute cette section, n désigne un entier naturel. 

Nous noterons encore E n , pour abréger, l'objet initial (E n ,id) de £pj (k). 

Définition 8.2. La catégorie de foncteurs en grassmanniennes -T-pi^k) est la 
catégorie définie par 

jr P1 , n (k) = Fct(4 lin (k),^). 



8.1 Généralités 

Nous introduisons maintenant des foncteurs analogues à ceux du § 15.11 dans 
le cas J-p\ t n et en donnons les propriétés élémentaires. Les démonstrations, sem- 
blables à celles dudit paragraphe, sont laissées au lecteur. 

Notation 8.3. Nous abrégerons respectivement en hompi jn , P^ 1 '™, Ix' n les 

£ f £ f 

expressions homjr pl?i , P x Fl " et Ix"* ™- 

Définition 8.4. 1. Le foncteur de restriction sans plongement j n : Tg r<n —> 
^pi.rt est défini comme étant le foncteur de précomposition par le foncteur 
d'oubli du plongement inc^ 1 : £p { n — > £g r n . 

2. Le foncteur de plongement standard t^ 1 : J- — > J--p\, n est le foncteur de 
précomposition par le foncteur d'oubli principal D n : £p t — > £f . 

3. Le foncteur de plongement réduit k^ 1 : J- — > J 7 p\ yTl est le foncteur de 
précomposition par le foncteur de réduction jî„ : £p t — » £f. 

4. On définit le foncteur de décalage en grassmanniennes a^ 1 : J--p\ :Tl — * J~ 
comme le foncteur de précomposition par le foncteur de décalage pointé 
fi • fj — > fJ 

Explicitement, on a 

j n (X)(V,u) =X(V,imu), 

L Pl (F)(V,u)=F(V), 
k%\ f )(V,u) = F{œkeru), 
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al\A)(W) = A(W S)E n ,E n ^W® E n ) 

pour X G OhFg r , n , F G ObF, A G Ob^"pi,„, (V : u : E n V) £ Ob£ Pl ji et 
W G Ob£ f . 

Remarque 8.5. 1. On a (. pl = 7 n t n et k p1 = -f n K n . 

2. Nous ne donnons pas de notation pour les foncteurs d'intégrale J-pi, n -T 7 , 
qui ne revêtent pas la même importance que les foncteurs d'intégrale en 
grassmannicnnes des catégories de type Fg r ,i- 

La proposition suivante donne les principales variantes des propriétés du 
paragraphe 15. Il en termes des foncteurs introduits précédemment. 

Proposition 8.6. 1. Les foncteurs j ni i p , er pl k p1 sont exacts et fidèles ; 
ils commutent au produit tensoriel, aux limites et aux colimites. 

2. Le fondeur k p1 est de plus plein, et son image est une sous-catégorie de 
Serre de J-p\, n - 

pi pi 

3. La composition T > Tp\ iTl > T est canoniquement isomorphe au 
fondeur identique. 

4- Le fondeur i pl est adjoint à gauche à <r pl . 

5. On a des isomorphismes 'çy) — L n l (Pv) e t ï&'7y) — K n. l (^v) ® ^e'™ 
naturels en l'objet V de £' . 

6. Le fondeur composé k[GL„(k)]Mod -^-> Tg r , n ^pi,n es ^ canonique- 
ment isomorphe à ij[GL„(]k)]Mod — > £ — > !Fpi >n) où la première flèche 
est le fondeur d'oubli de l'action de GL n (k) et le second le plongement 
canonique (donné par les foncteurs constants). 

Décomposition scalaire, tors de Probenius et changement de corps 

Ces notions se définissent comme dans J-g r , n et possèdent des propriétés tout à 
fait analogues. 

Les objets polynomiaux et finis de la catégorie J-pi n L'endofoncteur de 
•7"pi,n donné par la précomposition par le foncteur de translation V EH • : £ P1 — > 
£p ln (où V G Ob£f) s'appelle foncteur de décalage et se note A. v ' n ; il existe 

un scindement canonique A P1 '" ~ id©A pl,n , où A pl,n est le foncteur différence 
de Fpi >n . 

Les fondeurs polynomiaux de J-pi, n sont ses objets A pl ' n -nilpotents ; on 
a une notion de degré. On note !F pl n la sous-catégorie épaisse de !Fp\ y n des 
foncteurs polynomiaux de degré au plus fc. La catégorie !F Pl n est réduite aux 
foncteurs constants, comme dans la catégorie T (contrairement à ce qui advient 
dans Fçr^n). Nous nous contentons d'énoncer les analogues les plus importants 
des propriétés des § 15.41 ct [5~5l qui s'adaptent sans difficulté à J 7 p\, n . 

Le résultat suivant, similaire à la proposition 15.571 identifie les quotients de 
la filtration polynomiale de J-pi, n - 

Proposition 8.7. Le foncteur <j pl : !Fp\, n — > T induit pour tout fc G N une 
équivalence de catégories J : p\ n lJ : p~\ \ — * T k jT k ~ Y . 

Les foncteurs k p1 et /, pl : T — > J-p\, n induisent chacun une équivalence de 
catégories T k / ' T k ~ x -> T% x JJ%\ x n inverse de la précédente. 



83 



L'analogue suivant de la proposition 15.641 sous-tend, avec la proposition 
précédente, la proposition 18.91 ci-dessous. 

Proposition 8.8. Un fondeur de J-pi, n est fini si et seulement s'il est polyno- 
mial et à valeurs de dimension finie. 

Nous en venons maintenant à la description explicite des objets simples de 
la catégorie J 7 p\. n (cf. proposition 15 . 69p . 

Proposition 8.9. 1. Étant donné un objet X de ïFpi tn , les assertions sui- 
vantes sont équivalentes. 

(a) L'objet X de J-pi_ n est simple. 

(b) L'objet a F (X) de T est simple. 

(c) B existe un objet simple S de T tel que X ~ k f (S). 

2. Les fondeurs k^ 1 et cr^ 1 induisent des isomorphismes d'anneaux inverses 
l'un de l'autre entre Gq(!F) et Gq (Fp^n) ■ 

Premiers liens entre les catégories J 7 , Tg r ^ n et Tp\^ n en termes de 
(co)modules L'un des thèmes de la section[5]consiste à compléter l'équivalence 
de catégories fondamentale entre Tg r et les k[Ç7r]-comodules (cf. proposition l5.9|) 
par l'identification d'autres catégories de modules ou de comodules à des catégories 
de foncteurs. Dans ce sous-paragraphe, nous donnons deux telles propriétés, qui 
reposent sur la section [3] 

Proposition 8.10. La catégorie Tp\ „ est équivalente à la sous-catégorie Comod„6r, n 
de J~ gr ^ri- 
Démonstration. Le foncteur 

(£g ri n)\hom{(E n ,E„),.) -> £pi,n ({V,W),u) ^ (V,u) 

est une équivalence de catégories, où la catégorie source dérive de la notation 
13.41 La proposition est donc un cas particulier de la proposition ^. 141 □ 

Remarque 8.11. Le foncteur ho~mg r ^ n ((E n , E n ), .) est canoniquement isomorphe 

à la composée Tg r _ n £^ U rj hom(E ""' > > Ens. Comme £" urj ~ GL n (k) est 
équivalente à sa catégorie opposée, on peut remplacer dans la démonstration 
précédente ce foncteur par un foncteur contravariant, et obtenir ainsi sur P? E ' n E \ 
une structure d'algèbre telle que Tp\ „ est équivalente à la sous-catégorie Mod p sr,„ 

de J-g r ^ n . Ce phénomène est à rapprocher de la remarque suivante : P? E ' n E \ 
s'identifie à p n (k[GL n (k)]), et k[GL„(k)] est un objet auto-dual de k[GL„(k)]Mod 
(la dualité consistant à associer à une représentation linéaire la représentation 
contragrédiente) . 

Grâce au lemme suivant, nous établirons, à la proposition ^. 13l un lien direct 
entre les catégories T et Tp\^ n . 

Lemme 8.12. La catégorie [£p\ „)/hom (..£„) est équivalente à £? . 

Démonstration. On vérifie aussitôt que les deux foncteurs introduits ci-après 
sont des équivalences de catégories réciproques l'une de l'autre. 
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- On définit un foncteur £l — > (£p\ „)/hom (.,£„) en associant à V G Ob£^ 
l'objet & n (V) de£p\ muni du morphisme vers E n donné par la projection 
V © E n -» E n , et à une application linéaire / : V — > W le morphisme 
/©£„• 

- On définit un foncteur (£p { „)/hom (..£„) — * £^ en associant à un objet 

((V,u : ^ V),r : V -> £ n ) de (4i,„)/hom (.,£„) l'espace vectoriel 
cokeru ~ kerr, et à un morphisme l'application linéaire induite. 

□ 

Proposition 8.13. La catégorie T est équivalente à la sous-catégorie Mod.pi,,, 
de Jpi, n . 

Démonstration. On combine le lemme précédent avec la proposition 13.361 □ 

8.2 L'équivalence de catégories JF P1 n ~ Comod/^ 

L'analogue des considérations de la section[7]dans les catégories !Fpi, n permet 
d'obtenir l'équivalence de catégories éponyme de ce paragraphe. Les structures 
que l'on en déduit constituent une justification essentielle à l'étude des catégories 
•^pi,n) dont nous verrons comment elle peut intervenir dans les catégories de type 

Le point de départ de ce paragraphe réside dans le fait que le foncteur t^ 1 
est adjoint à gauche au foncteur u^ 1 (proposition 18. 6l l4"|). 

Proposition et définition 8.14. La monade de T associée à l'adjonction 
entre les fondeurs i„ l et a^ 1 conformément à la proposition \A.IA que nous 
désignerons par 7pi„ = (Ae„, upi, n , A*Pi,n)> es ^ donnée comme suit. 

- Le foncteur Ae„ est le foncteur de décalage de T (cf. section Qp. 

- La transformation naturelle Mpi jn : id — * A^„ (unité de l'adjonction) est 
induite par l'application linéaire — > E n , compte-tenu de l'identification 
entre id et Aq. 

- La multiplication /ipi !Tt : (As„) 2 ~ As„©b„ Ae^ est la transformation 
naturelle induite par la somme E n © E n — > E n . 

En outre, il existe un scindement naturel id F1 '" > Ae„ ppl n > id, où ppi jra 
est induit par l'application linéaire E n — > 0. 

Proposition 8.15. La catégorie J-p\, n est équivalente à la catégorie des modules 
sur la monade 7pi iM de T . 

Les deux propositions précédentes se démontrent comme les propositions E3] 
et 1731 

Convention 8.16. Dans la suite de ce paragraphe, nous identifierons la catégorie 
^Fp\,n avec la sous-catégorie des modules sur 7pi „ de T . Autrement dit, un ob- 
jet de ^-pi jT j sera désormais un couple (X, Ae„X x > X), où X est un objet de 
T et mx un morphisme tel que : 

- la composée X - pl, "' )x > /S, En X mx > X est le morphisme identique ; 

- les composées (A En ) X ► A En X ► X et {Ae„) X > 

Ae„X x > X coïncident. 

Par abus, nous noterons parfois simplement X pour (X,mx)- 
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Notation 8.17. Le morphisme X — » X®lE n adjoint à mx (cf. proposition ll.3p 

sera noté ipx dans la suite de ce paragraphe. 

Nous indiquons, dans la proposition suivante, l'analogue du foncteur r\i. Nous 
omettons la démonstration, similaire à celle des propositions 17. 14] 17.161 et 17.181 

Proposition et définition 8.18 (Foncteur rj^ x ). 1. On définit le foncteur 
'■ J"Pi,n ~~ * F comme le coégalisateur des deux transformations natu- 
relles p-p\ : n (cf. notation de la proposition \ 8. 14] ) et m : A^cr^* 1 -» af^ ■ 

2. Le foncteur rj^ 1 est adjoint à gauche au foncteur k^ 1 . 

3. Il existe des isomorphismes 

pi pi pi pi -j 

Vn ° K n - Vn ° L n - ld - 

4- Le foncteur r/^ 1 commute au produit tensoriel à isomorphisme naturel près. 

On peut introduire, comme dans la section [JJ une notion de résolution ca- 
nonique dans J-pi in , grâce à laquelle on peut calculer les foncteurs dérivés du 
foncteur rj% , et relier les groupes d'extension dans J-pi, n à ceux de T par une 
suite spectrale. Plutôt que de détailler ces considérations, nous abordons des 
constructions plus spécifiques à la catégorie T-p\,n- 

Remarque 8.19. Pour tout espace vectoriel V de dimension finie, le foncteur Py 
est muni d'une structure naturelle d'algèbre commutative, dont la multiplication 
est le morphisme Py ® Pv — Pv®v Pv induit par la diagonale V — > V © V 
et l'unité Py — > k — Pq par — > V. Explicitement, la structure d'algèbre sur les 
espaces vectoriels Py(W) = k[hom(V, W)} qui s'en déduit est celle de l'algèbre 
du groupe abélien hom (V, W). 

En utilisant le foncteur de dualité D, on en déduit une structure naturelle 
de coalgèbre cocommutative sur les injectifs standard Iy de T. 

La proposition fondamentale suivante repose sur l'idenfication de l'adjoint 
à droite au foncteur Ae„ de la monade 7pi„. Elle n'a pas d'analogue dans 
les catégories J-ç r j, car l'adjoint à droite au foncteur ^l ur j (qui existe par le 
corollaire IC.9P n'est généralement pas un foncteur qui admet une description 
simple. 

Proposition 8.20. Il existe une équivalence de catégories J-pi, n — * Comod/ E 
qui factorise le foncteur er^ 1 : !Fpi tn — > T à travers le foncteur d'oubli Comod; En 
T. 

< l 



Comod; Ën 

Démonstration. La proposition découle de ce qu'une flèche Ae„X — > X de J- 
fait de X un module sur Tp\ yTl si et seulement si la flèche adjointe X — > X ® Ie„ 
définit une structure de 7^-comodule sur X. En effet, la multiplication de Tp\ iTL 
comme la comultiplication de Ie„ sont induites par la somme E n (BE n ^ E n , et 
l'unité de 7pi „ comme la coùnité de Ie„ proviennent du morphisme — > E n . □ 



Remarque 8.21. La proposition ^. 20l est à comparer avec l'équivalence de catégories 
•7"pi,n Comod~" i (fournie par un foncteur d'intégrale) déduite de la pro- 

position 13. 26[ où P(n) est le foncteur introduit dans la notation 12.501 



Mi 



Produit cotensoriel et foncteur \n Dans la suite de ce paragraphe, nous 
identifierons les catégories J-pi, n et Comod/ En . En particulier, la coalgèbre I En 
étant cocommutative, on dispose dans J-p\, n d'un produit cotensoriel □ , qui 

sera noté simplement □ par la suite ; c'est un bifoncteur exact à gauche. 

Avant d'utiliser ce produit cotensoriel, nous avons besoin de décrire quelques 
foncteurs usuels de source ou de but J-pi :n dans l'identification de Fpi^n à 
Comod/ E . 

Le foncteur cr^ 1 : .Fpi n — * J~ correspond au foncteur d'oubli (cf. proposi- 
tion E201). 

Nous identifions, dans la proposition qui suit, le produit tensoriel de J-p\. n 
en termes de /E^-comodules. 

Proposition 8.22. Le coproduit ipx®Y d'un produit tensoriel de deux objets X 
et Y de J-p\, n est égal à la composée 

X®Y fe0V,r : {X®I En )®(Y®I E J ~ {X®Y)®{I En ®I En ) (X ® Y) ® a "> (X®Y)®I Bl 
où a n : I En (8 I En — > I En est le produit du foncteur en algèbres de Boole I En . 

Ainsi, le produit tensoriel de la catégorie de comodules J-p\_ n provient de 
la structure d'algèbre sur I En . Le fait que le produit tensoriel de deux I En - 
comodules est naturellement un /^^-comodule provient de la compatibilité des 
structures d'algèbre et de coalgèbre sur I En , qui est une algèbre de Hopf de la 
catégorie symétrique monoïdale T . 

Démonstration. La propriété provient, par adjonction, de ce que le morphisme 
mx0Y ■ A En a!^ (X <S> Y) — > cr„ (X ® Y) s'identifie, modulo les isomorphismes 
canoniques o-* l (X® Y) ~ a^ l (X] \® a^ l (Y) et A En o* l (X®Y) ~ A En a* l (X)® 
^B n o-^(Y), km x ®m Y : A En <j*\X) ® A En a^(Y) -> a^ l {X) ® a^ 1 (Y). □ 

Notation 8.23. Dans ce paragraphe, nous noterons jp : F <^-> F ® I En , pour 
F G Ob J 7 , l'inclusion canonique déduite de k ^ I En . 

Nous identifions maintenant le foncteur kJ^ 1 en termes de I En -comodules. 

Proposition 8.24. Le foncteur k^ 1 associe à un objet F de T le L Eri -comodule 
(F,3f). 

Ainsi, le foncteur k^ 1 identifie T à la sous-catégorie de Serre des I En - 
comodules X tels que ïpx = jx ■ 

Démonstration. De manière semblable à la proposition 17.91 on voit que k% 1 (F) 
est le Tpi^-module (F, (ppi,„)j?). La proposition se déduit alors de ce que le 
morphisme (pp\ iT i)f ■ A En F — > F est adjoint à jp. □ 

Corollaire 8.25. Soient F un objet de T et X un objet de J~p\ >n . Les mor- 
phismes ipK^\F)<sx et F ® ipx '■ F (g) a^\X) — > F ® o% l (X) ® I En de T sont 
égaux. 

Démonstration. C'est une conséquence directe des propositions l8.24l ct l8.22l □ 

Remarque 8.26. Il existe un monomorphisme canonique (XOY) cr„ (X® 
Y) ~ cr^ (X) <£) cr„ (Y - ) dans J 7 ; il ne provient pas d'un morphisme naturel 
XUY — > X (g) F de .Fpi^. En revanche, le corollaire 18 . 251 montre qu'il est induit 
par un monomorphisme naturel XOY <^-> /«^ cr„ (X) ® y. 
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Nous introduisons à présent un nouveau foncteur déduit de la proposi- 
tion [03 

Définition 8.27 (Foncteur Xn 1 )- On définit le foncteur Xn 1 '■ ^Pi,n ~ > F P ar 
la composition suivante. 



pi , -nt 

Xn ■ -0*1,11 » -0*1,7 



T 



.pi 



Ainsi, Xn est l'égalisateur des transformations naturelles tp et j^pi : a 



PI 



La proposition suivante constitue le résultat principal de ce sous-paragraphe. 

Proposition 8.28. Le foncteur x„ l es t adjoint à droite à k^ 1 : T — > J-pi >n . 

Démonstration. Soient F un objet de T et X un i^-comodule. Par la proposi- 
tion 18.241 hompi in (/îJj (F),X) s'identifie à l'ensemble des morphismes f : F —> 
a„(X) de T tels que le diagramme suivant commute. 



F ■ 



F®IeJ-^(71\X)®I Ei> 



Comme le diagramme 



F ■ 



F®I En f -^S-o-*\X)®I En 



commute 



j, la condition précédente revient à dire que le morphisme / est à valeurs 

dans l'égalisateur des morphismes j a pirx) et Voc, qui est x„ (X). Cela démontre 
la proposition. □ 

La proposition ci-après donne une propriété de compatibilité entre les fonc- 
teurs xï l et 

Proposition 8.29. Il existe des isomorphismes naturels Xn (X ® K n l (F)) — 
X* l {X)®F etXDK^(F) ~ K ^ l {Xn\ x ) (g> F) pour X G Ob^ P i,„ et F e Oh T. 

Démonstration. Le foncteur x„ (X(8>/î„ (i* 1 )) est l'égalisateur des flèches ^x®« pl (F) 
ipx®F (par le corollaire l8.25p et j a pi(x®K pl (F)) — 3a F1 (X) u s'identifie donc 
canoniquement au produit tensoriel de x^ l (X) et F. 



Par ailleurs, XOk„ 1 (F) est l'égalisateur des flèches X ® F 
® F et I ® F — ^ X ® F ® I E 



X 



X ® I_e„ ® F 1 ; comme X (g) 
i/j k piç F ) — X®jp ~ j a pi(x) ®F (modulo l'isomorphisme d'échange des facteurs 
du produit tensoriel), ce foncteur s'identifie (dans T) à Xn l (X) ® F. Il reste à 
voir que sa structure de /E n -comodule est triviale, ce qui provient de l'inclusion 
XUnl\F) kZ x o-1\X)®kZ\F) ~ ^'(^'(X)®^ ) (cf. remarque EU . □ 



SX 



Remarque 8.30. On peut expliciter l'équivalence de catégories de la proposi- 
tion 18.131 à l'aide des foncteurs k„ 1 et Xn ■ Ainsi, on vérifie que les foncteurs 

T -^ ÎL -> Fm,n -—^ ► Mod ( pi, n 



et 



Ji/r J oubli _ X„ n - 

Mod / pi., 1 ► T-p\,n ► -F 



sont des équivalences réciproques l'une de l'autre. 

Le foncteur Xn '■ 3~ç r , n ~^ ^GL^Çt) Nous revenons maintenant à la catégorie 
J-g r ,m en montrant comment les résultats précédents peuvent être utilisés pour 
en étudier certaines propriétés. Nous commençons par préciser le lien entre J-pi jTl 

et F Qr,n • 

Proposition et définition 8.31. 1. Le groupe linéaire GL n (k) agit à droite 
sur la catégorie £p\ n •' pour tout g S GL n (k), on définit un foncteur 

T 9 '■ £pin ~~ y £pi n P ar (V,u) i— ► (V,uo g) sur les objets et par l'égalité 
hompi, n ((V, u), (V', u')} = hompi. n ((V, u o g), (V 1 , u' o g)) sur les mor- 
phismes, et l'on a t\ — id et r g o r/j = Th g pour tous g, h G GL n (k). 

2. Par précomposition, on en déduit une action à gauche de GL n (k) sur 
Fpy n : les foncteurs r* : Fp\, n — > Fpi <n vérifient r* = id et t'otj = T* h . 

3. On appelle GL n (k)-module dans T-p\.n tout objet X de Fp\, n muni de 
flèches t*(X) X (dites d'action de GL n (k)) telles que le diagramme 



r; h {X)^^X 

commute pour tous g, h G GL n (k). Un morphisme de G L n (k) -modules de 
Fpy n est un morphisme de J-pi, n compatible aux morphismes d'action de 
GL n (k). On définit ainsi la sous-catégorie des G L n (k) -modules de Fp\ -n . 

4- Le foncteur j n : Fç r>n — > Fp\ t , x induit une équivalence de catégories entre 
sous- catégorie des G X„(k) -modules de J~pi >n . 

5. Le foncteur j n admet un adjoint à gauche <£> n : Fp\ <n — > Fg riTl donné sur 
les objets par 

$ n (X)(V, W) = X(V, E n ^ W ^ V). 

uelso £ (E n ,W) 

Démonstration. Les deux premières assertions sont claires. Le dernier point est 
un cas particulier de la proposition 13.91 (cf. démonstration de la proposition 
18. 10[) . Comme le foncteur 7„ est exact et fidèle, la proposition IA.9I montre que 
Fg r , n est équivalente à la sous-catégorie de Fpi tU des modules sur la monade 
associée à cette adjonction. Cette monade se décrit comme suit. 
- L'endofoncteur 7 n $„ de Fp\, n est r*. 

g£GL n (k) 
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L'unité est l'inclusion id • 



= 1. 



(J) r* du facteur direct correspondant à 

g eGL n (k) 



La multiplication est la transformation naturelle 



e 



>h >h' 



e 



h,h'eGL n (k) 



geGL„(k) 



dont la composante TuTu, 
La proposition en résulte. 



t* est l'identité si hh' 



g, sinon. 



□ 



Convention 8.32. Dans la suite de ce paragraphe, on identifie Tg r , n avec la 
catégorie des GL„(k)-modules de Tv\,n- 

Remarque 8.33. Si A est une catégorie abélienne, on peut voir la catégorie 
AcL n {k) comme une catégorie de GL n (k)-modules dans A. La catégorie Tg r ^ n 
est quant à elle une catégorie de GL n (k)-modules « tordus » par l'action du 
groupe linéaire sur J~p\,n- 

Pour mener des raisonnements sur la catégorie J-"g r ,n des GL n (k)-modules 
tordus de J-p\, n analogues à ceux relatifs aux GL„(k)-modules ordinaires, nous 
sommes conduits à introduire la notion suivante. 

Définition 8.34. On appelle trivialisation sur GL n (k) d'un foncteur a de 
source Fpi^n la donnée d'isomorphismes T g : a o t * — > a pour tout g G GL n (k) 
tels que le diagramme 



'g 'h 



^'gh >" « 

commute pour tous g, h G GL n (k). 

Proposition et définition 8.35. Soient A une catégorie abélienne et a : 
•7"pi,n — ► A un foncteur muni d'une trivialisation sur GL„(k). On définit un 
foncteur oqT L : J-g r ,n — ► AcL n (k) comme suit. 

- Sur les objets : si X est un GL n (k) -module de T-p\,n, alors ctq L (X) 
est l'objet ci{X) de A muni de l'action de GL n (k) donnée par les flèches 
a(X) ~ a(r*(X)) — > a(X) (pour g G GL n (k)), où la première flèche est la 
trivisalisation et la seconde est induite par la structure de GL n (k) -module 
de X. 

- La flèche qu'induit un morphisme de GL n (k) -modules de T-p\,n via et est 
un morphisme de AcL n (k), ce qui permet de déduire la fonctorialité de 



Qr 
GL,, 



de celle de a. 



De plus, le diagramme suivant commute (à isomorphisme canonique près) 



Qr,' 

T 



y 6 
"GL 



5- A 



GL r , 



°éz. n 



A 



où Oq L désigne le foncteur d'oubli, conformément à la notation 
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Nous illustrons cette construction élémentaire sur le foncteur \n l '■ ^Pi,n — 
J-, qui aboutit à une description explicite de l'adjoint à droite au foncteur 9 n 



T. 



GL n ( 



F ,n • 



Proposition et définition 8.36. 1. Le foncteur er^ 1 : JF P1 171 - 

une trivialisation sur GL n (k) pour laquelle le foncteur (c^ 1 )^ 
J~GL n flù s'identifie à a n . 
2. La trivialisation précédente induit, via le monomorphime canonique \n l 



T admet 

F Qr,n * 



T P1 



une trivialisation sur x 



pi 



3. Nous noterons Xn '■ 3~Qr,n ^GL n {k) te foncteur (Xn 
4- Le foncteur Xn est adjoint à droite à 9 n . 

Démonstration. La trivialisation canonique de tr^ 1 se lit sur le foncteur de 
décalage pointé 6 n : pour tout g G GL n (k), T g & n est donné sur un objet V de 

par (V (B E ni E n ► V (B E n \ et les transformations naturelles T g 6 n — ► & n 

données par le diagramme commutatif suivant fournissent la trivialisation re- 
cherchée. 

E n ^V 




Pour en déduire le second point, on remarque que le diagramme 

T g ®g" 



PI * 

<7„ T* 



T P1 



PI * 



r Pi 



commute pour tout g G GL n (k), où T g est l'isomorphisme de trivialisation et les 
flèches horizontales sont donnéees par la somme de if> et de l'inclusion canonique. 
La dernière assertion s'obtient à partir des trois observations suivantes. 



1. La composée Fg r , n — ► ^gl„ 

3~GL n Çt) J~çr,n-, où la première flèche est la postcomposition par le fonc- 
teur £ — > k[GL„(k)]Mod d'extension des scalaires. En effet, le diagramme 
commutatif de la proposition ^. 35[ la proposition 18 . 281 et la dernière asser- 
tion de la proposition l8.311 montrent que la première composée est adjointe 
pi 



°GL Tl 



F est adjointe à droite à F 



à droite à F — ^ F-p\,n Fg r . n , qui coïncide avec K^i 
à laquelle s'identifie également F — » J-GL n (k) J~Qr,n- 



P {E^E n )> flècne 



Le foncteur Xn est un sous-foncteur de o~ r , 
partie de la démonstration. 

Il existe un diagramme commutatif 



Cela découle de la première 



hom ^GL„ w ( F > Xn(X))t _ hom foin(l) (F, <r n (X)) 

i 

~ l 
y 

hom erj „ (0„ (F) , Xf hom 5r ,„ (£„ (F), X) 
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naturel en les objets F de ^GL n Qù et -X" de !Fg rtn , où la flèche verticale de 
droite provient de la proposition 15.191 L'isomorphisme en pointillé résulte 
des deux remarques précédentes lorsque F appartient à l'image du foncteur 
T — > J-GL n (k) induit par l'extension des scalaires ; le cas général s'en déduit 
par un argument de colimite. 

□ 

9 Foncteurs hom internes et foncteurs de divi- 
sion dans Tq t j 

Nous présentons dans cette section des propriétés élémentaires des foncteurs 
hom internes et des foncteurs de division dans les catégories Tg r j (cf. propo- 
sition/définition [U]Ï6]). Ces propriétés reposent sur les différentes adjonctions 
établies dans les paragraphes 1 5 . 1 1 et 1 7 . 1 1 et la description explicite des projectifs 
et injectifs standard de Tg r j. 

Nous nous attacherons surtout aux foncteurs hom internes, notre but prin- 
cipal étant d'aboutir, dans la partie IÏTT1 à la proposition 1 1 1 .91 et ses corollaires, 
relatifs au comportement mutuel des foncteurs hom internes du foncteur lu. 
Les foncteurs de division n'interviendront que comme auxiliaires, dans le para- 
graphe 111.11 

9.1 Comparaison entre les différentes catégories Tq t j 

Il est parfois commode de passer de la catégorie globale Tg r aux catégories 
Tg T>n , par exemple, pour traiter des adjoints au produit tensoriel. En effet, si 
les foncteurs tetw sont adjoints, il n'en est pas de même des foncteurs t n et w n , 
ce qui induit une difficulté dans Fg r , n nouvelle par rapport à Tg r . En revanche, 
dès que l'on traite de foncteurs pseudo-constants, la catégorie globale se trouve 
beaucoup moins maniable que J-g r ,m puisque les adjoints au produit tensoriel 
entre GL„(k)-modules sont faciles à décrire, contrairement à ce qui advient dans 

•F surj (k) ■ 

Convention 9.1. Dans ce paragraphe, on se donne deux parties / et J de N 
telles que I C J. 

On rappelle que TZjj est le foncteur de restriction et Vj t j le foncteur de 
prolongement par zéro — défini sous certaines conditions sur I et J — introduits 
dans la notation 15.31 

Proposition 9.2. Supposons que tout élément de J supérieur ou égal à un 
élément de I appartient à I . Alors il existe dans Tg r ,j un isomorphisme 

Homg r ,j{X,Vi,j(Y)) ~ P IrJ (H.omg r , I (1ljj(X),Y)) 

naturel en les objets X de Tg r j et Y de Tg r j, et dans J-g r ,l un isomorphisme 
naturel 

Hj,i(Pi,j{Y) :X)~(Y: Kjj(X)) 

si X est à valeurs de dimension finie. 

En particulier, pour tout nfN, on a dans J-g r _< n un isomorphisme naturel 

Homg rt < n (X,V n ,< n (Y)) ^ V nt < n (Homg rin (TZ< ntn (X),Y)) 
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et, si X est à valeurs de dimension finie, un isomorphisme naturel dans Tg r ,n 

: X) ~ (Y : 1Z< n , n (X)). 

Démonstration. L'hypothèse assure que £l r l est une sous-catégorie complète à 

gauche de £g r j. Par conséquent, le foncteur Vij est adjoint à droite à IZjj (cf. 
proposition IC.25|) . Le premier isomorphisme de la proposition provient alors 
de la commutation du foncteur de restriction au produit tensoriel, comme le 
montrent les isomorphismes naturels 

homg ri j(A,Homg r> j(X,Vi t j(Y))) ~ hom Sri j(A®X,V It j(Y)) ~ bomg r ,i(Kjj(A®X), 

~ bamgr,i(Hjj(A) ® 1Zjj(X), Y) ~ hom 0r)/ (7ij,j(A), Homg t . ) j('72.j ) j(X), F)) 

-hom gr! j(/l,? / „ ; (Hom Sr j(?e JJ (X) i y))) 

(où A G Ob FqtjJ) et le lemme de Yoneda. Le second se traite de façon analogue. 

□ 

Nous donnons maintenant un résultat plus précis de commutation entre fonc- 
teurs hom internes et foncteurs de restriction ou de prolongement par zéro, dans 
le cas où la source du foncteur hom interne appartient à l'image du foncteur 

lI'.T —f Tg r J. 

Proposition 9.3. // existe des isomorphismes naturels 

Homg r ,j( tJ (f),Pu(A)) ~ Px,J (Homg ri ;(tj (F) , A) ) 

dans J-ç r ,j , si le prolongement par zéro est défini, et 

Hom grJ (i I (F),TZjj(X)) ~ K,u(Homg rJ (Lj(F), X)) 

dans J-g r j, où F G OhJ 7 , A e Ob!Fg r j et X e OhTg r ^. 

Démonstration. Les morphismes naturels 

V LJ (nomg r j(Lj(F),A))^Lj(F) ~ rij{Uomg rJ {L I {F),A)®L I (Fj) -> Pz,j(A) 
(lorsque le prolongement par zéro est défini) et 

TZjj{Uomg rJ (Lj(F),X))^L I (F) ~ ^(Ho^XulF), JC)®tj(f)) -> ftj,/pO 

dont les secondes flèches s'obtiennent par application du foncteur Vij ou 72.j,j 
à la coùnité de l'adjonction fournissent, par adjonction, des morphismes naturels 
VuiUomgr jiniF), A)) -> Hom 6r j( tJ (F),? LJ (i)) et KjjfHomç^ttjfF),!)) -» 
Homg r j(ij(F),TZjj(X)). Ce sont des isomorphismes dans le cas où F est un 
projectif standard grâce aux propositions l5.38l ct l5.37l Le cas général s'en déduit 
par passage à la colimite. □ 

La notation ad hoc suivante n'interviendra que dans les deux lemmes tech- 
niques ci-dessous. 

Notation 9.4. Dans ce paragraphe, nous noterons r : Tg r j — > Tg r .j le foncteur 
adjoint à gauche au foncteur JZjj : Tg r ,j — > Fgr,i, et iî : F* ur j — * ^i ur j 
l'adjoint à gauche au foncteur de restriction T J sur j — > Fg Ur j (de tels adjoints 
existent par le corollaire lC.9[) . 
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Lemme 9.5. Le diagramme 



Qr,J 



Fct(£/,^„ rj ) 



ii'. 



commute à isomorphisme naturel près. 



le foncteur de restriction. 



) pour tous X G Ob^" er ,j et (A, B) £ Ob^ x 

□ 



Démonstration. Soit a : J 7 <Z> Fj ur j J- ' r ' 

On définit une transformation naturelle i?»crj — > <7jr comme l'adjointe (cf. 
proposition IC.4[) à la flèche 07 — » aojr ~ ailZjjr obtenue en composant 07 
et l'unité — > IZjjr de l'adjonction. Cette transformation naturelle est un 

£ f x£ J ~ 

isomorphisme, car elle induit un isomorphisme homg T . il /((Tjr(X), J,^ m*"*^ ) — * 
e f xS J 

h.ovng r> j{R^a I {X),I (AB Ç 
grâce aux isomorphismes ([5]) (page l49|) . 

Lemme 9.6. 71 existe dans Tq t j un isomorphisme r(X ® ki(F)) ~ r(X) £g) 
kj(F) naturel en les objets X de Tg r j et F de T . 

Démonstration. On établit, à l'aide du lemme précédent, que la transformation 
naturelle r(X <g> Ki(F)) — » r(X) ® nj{F) adjointe au morphisme X ® ki(F) — * 
TZjjr(X)®Kj(F) ~ lZjj(r(X)(g>Kj(F)) obtenu en tensorisant par kj(F) l'unité 
de l'adjonction procure un isomorphisme lorsqu'on lui applique oj. Cela provient 
du lemme [931 et des deux observations suivantes : 

- il existe dans T ® Flurj un isomorphisme canonique o~i(X ® Ki(F)) ~ 



o-/(X) (g) (F I 



que l'on peut encore voir comme l'image de o~i(X) par 



le foncteur T <g> T\ UT j 
le diagramme 



Fct(Cw^) ^^Fct(C,,,^) 



Fct{£l urj ,F) 



¥ct{S J surv T) 



(■®F). 



commute (à isomorphisme canonique près). 
Comme le foncteur <jj est exact et fidèle, cela donne la conclusion. 



□ 



Nous sommes désormais en mesure d'établir la commutation des foncteurs 
hom internes et des foncteurs de restriction, dans le cas où la source du foncteur 
hom interne appartient à l'image du foncteur kj : T — » Tg r j. 

Proposition 9.7. Il existe un isomorphisme 

Homç rJ ( Kl {F),K,u(X)) ~ K, LI (Hom Sr , J (/t J (F), X)) 
naturel en les objets F de T et X de !Fg r ,j- 
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Démonstration. Par le lemmc [9~ïïl fdont on conserve la notation), on a des iso- 
morphismes naturels 

homç r j(Y,Ho-mç r j( Kl {F),1ljj(X))) ~ hom Çr j{Y ® Ki(F), Rj,i(X)) a 

hom Sr , J (r(y ® ki(F)), X) ~ hom gjv/ (r(y) <8> kj(F), X) ~ 
homg r , j(r(y), Homç r ,j( Kj (F), X)) ~ hom Sr>/ (y, Kjj(Hom Çr j( Kj (F), X))) 
(où y G Ob J-g r .i), ce qui démontre la proposition. □ 

9.2 Propriétés formelles 

Nous étudions à présent le comportement mutuel des foncteurs de division 
ou hom internes et des foncteurs fondamentaux du ij l5.ll 

Foncteurs de division C'est le cas des foncteurs de division par des objets 
injectifs de la catégorie Tg T qui nous intéresse le plus (cf. proposition 19. 10p . 

Nous donnons d'abord une propriété de compatibilité entre les foncteurs u>, 
l et les foncteurs de division. 

Proposition 9.8. Il existe dans J- un isomorphisme uj(X : l(F)) ~ (u>(X) : F) 
naturel en les objets X de J-g r et F de T d ^ . On a un résultat analogue dans 
J~ gr,<n- 

Démonstration. Il s'agit d'une conséquence formelle de l'adjonction entre i et w 
(cf. proposition 15. 9p et de la commutation de l au produit tensoriel (cf. propo- 
sition [O). □ 



La proposition élémentaire suivante interviendra dans |Djaa| . 

Proposition 9.9. Pour toute partie I de N, il existe dans Fç r ,i un isomor- 
phisme canonique (pi(A) : X) ~ pi(A : Ei(X)) pour A S Ob T\ UT j , et X G 
ObJ-ç r j à valeurs de dimension finie. 

Démonstration. Cette proposition s'établit de la même manière que la précédente, 
à partir de la proposition 15.201 et de la commutation de £/ au produit tenso- 
riel. □ 

On rappelle que le symbole Gr qui apparaît dans l'importante proposition 
suivante a été introduit au notation 14.271 

Proposition 9.10. // existe un isomorphisme 

(X:l(I v ))(A,B)~ X(V®A,C) 

CeGr{V@A) 
ira (C^V$)A-*A)=B 

naturel en les objets V de , (A,B) de Eg r et X de Tg r . 

De plus, pour tout W G Gf(V), le monomorphisme scindé naturel (X : 
I?y W j) °- > (X : l(Iv)) induit par l'épimorphisme scindé l(Iv) -» ifvw) / our ™ 
par la vrovosition \5. 16] identifie (X : I?y W <J)(A,B) au sous-espace 



X(V(SA,C) 

C<£Gr(W,B) 



de (X : l(I v ))(A,B). 
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Démonstration. On a des isomorphismes naturels 

((X : lf; w) )(A,B)Y ~ hom ei ,((X : /f^), ig^) ~ bomg r (X,I$ tW) ®lfl B) ) 
~ hom gr (X,/f; eAC) )~ X(V€M,Cr 

CeGr(W,B) CeGr(W,B) 

par la proposition 1 5 . 32l ce qui donne le résultat, pour X à valeurs de dimension 
finie, en dualisant ; le cas quelconque s'en déduit en écrivant X comme colimite 
de sous-foncteurs à valeurs de dimension finie. □ 

Foncteurs hom internes Nous ramenons dans ce sous-paragraphe le calcul 
de nombreux foncteurs hom internes dans la catégorie Tg r j à celui de foncteurs 
hom internes des catégories T ou T ® Fl ur j ■ 

Convention 9.11. Dans la suite de ce paragraphe, I désigne une partie de N. 

Le principal objectif de la proposition suivante est d'établir la commutation 
entre le foncteur Ki et les foncteurs hom internes (corollaire l9.14|) . 

Proposition 9.12. // existe un isomorphisme 

HomçrjfrOiiA)) ~ 9 I (Hotn^ L J m (X),A)) 

naturel en les objets X de Fg r j et A de T <£) ^urj- 

Démonstration. C'est une conséquence formelle de l'adjonction entre les fonc- 
teurs 6i et rji (proposition ETJ]) et de la commutation du foncteur r\i au produit 
tensoriel (proposition 17. 18p . □ 

Corollaire 9.13. Il existe un isomorphisme 

Hom Cr ,j(0j(.B) ) 6i(A)) ~ Hom Çr ,/(&(£), Bi(A)) ~ 6i (Hom W î^ (B, A)) 
naturel en les objets A et B de T (g> T\„,„i. 

j surj 

Démonstration. On combine les propositions 19. 1^1 et 17.151 □ 
Corollaire 9.14. Il existe des isomorphismes 

Homç r j(ni(F), ki(G)) ~ Hom^^F), Kl (G)) ~ K; (Hora f (F, G)) 
naturels en les objets F et G de T . 

Démonstration. C'est le cas particulier A = GKlkct_B = FKlkdu corollaire 
précédent. □ 

Remarque 9.15. Une approche alternative de ce corollaire consiste à traiter 
d'abord le cas où la partie I contient à l'aide de la proposition 15. 211 puis d'en 
déduire le cas général grâce à la proposition 19. 71 

Nous traitons à présent de la commutation du foncteur /,/ aux foncteurs hom 
internes. 

Proposition 9.16. // existe un isomorphisme naturelHom.g r j(i,j(F), lj(G)) ~ 
Li(Hoia r (F, G)) pour F, G £ Ob J. 
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Démonstration. Comme li(F) — TZ^j^l(F)) , la proposition 19.31 permet de ne 
traiter que le cas où I = N. La conclusion provient alors des assertions 2 et 4 
de la proposition 15.91 □ 



Il existe aussi une propriété de commutation relative au foncteur ai : 
Proposition 9.17. // existe dans J : ®J~ sur j un isomorphisme 

naturel en les objets F de T ® T\ ur ^ et X de Tg r j. 

Démonstration. Cette propriété s'obtient à partir de l'adjonction entre les fonc- 
teurs £/ et 07 f proposition ^. 19[ ) et de la commutation du foncteur £/ au produit 
tensoriel. □ 

La généralisation de la description très simple des foncteurs hom internes de 
la catégorie k[GL„(k)]Mod (cf. [CR90], §10 D) aux foncteurs pseudo-constants 
de J-çr : n est donnée par la proposition suivante, laissée au lecteur (cf. |Djab| 
pour les détails). 

Proposition 9.18. Soient n € N et M un k[GL n (k)]-module fini. Les endo- 
foncteurs ■ <g) p n (M*), Homç rjn (/) n (M), •) et ( • : p n (M)) de J-g r>n sont natu- 
rellement isomorphes. 

On en déduit aussitôt la propriété de commutation suivante : 

Corollaire 9.19. Soient n G N et M unk[GL n (k)]-module fini. L'endofoncteur 
■ (g> p n (M) de !Fg r ,n commute naturellement aux foncteurs hom internes et aux 
foncteurs de division. 

Le foncteur Extç, r (i(F), •) Commençons par introduire une nouvelle nota- 
tion. Soit A un objet de £l r ; nous désignerons par ta '■ J~g r — > T le foncteur de 
précomposition par £f — » El E i— > E ES A. Cette construction est fonctorielle 
en A. 

Proposition 9.20. Il existe un isomorphisme Extg r (t(.F), X)(A) ~ ExtJ-(F, ta(X)) 
naturel en les objets F de T , X de Tg r et A de £g r . 

Démonstration. Il existe des isomorphismes naturels ta°i- — Aq(a) et Tyi(P^ r ) ~ 
k[Endg r (A)] ® P&(A) (P ar 1 & proposition 14.12p . On en déduit une transforma- 
tion naturelle F -> t a (l(F) ® P G A r ) ~ A (A)(F) <8> k[Endç r (A)] ® Ps (A) par 
produit tensoriel des injections canoniques F <—* Aq(a)(F), k -FV^) et 
k <-^> k[Endg r (yl)] (donnée par [ici^]). 

L'application naturelle homg r (i(F) (g) P^ r ,X) — > hom^r (F, ta (X)) qu'on en 
déduit est bijective. En effet, il suffit de le voir pour F projectif standard 
de T , auquel cas c'est une conséquence de la proposition 15.381 Cet isomor- 
phisme s'étend, grâce à la proposition IA.1) en un isomorphisme naturel gradué 
Extg r (t(F) (8>-Pf r , X) ^> ExtJ-(F, ta(X)). La conclusion provient alors de l'iso- 
morphisme naturel (fï"Ô"|) de l'appendice ICI □ 
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Troisième partie 

Propriétés du foncteur uj. 
Applications 

Le foncteur d'intégrale en grassmanniennes lu : Tg r — > T possède un com- 
portement qui diffère notablement de celui des autres foncteurs fondamentaux 
entre Tg r et T ou T (£> Tsurj- En particulier, il ne préserve pas les objets lo- 
calement finis ; en fait, le foncteur u>(X) de J- n'est localement fini que si le 
foncteur X de Tg r appartient à la sous-catégorie Tg r ,o — 3~ — cela résultera 
du théorème llO.lOI Une autre façon d'illustrer ce phénomène consiste à étudier 
la composée Aow : elle est « nettement plus grosse » que woA — cf. § lf f .11 

C'est dans ces observations que réside tout l'intérêt du foncteur oj, en vue de 
l'étude de la structure de la catégorie T . Remarquons que les progrès significatifs 
obtenus à ce sujet par Powell dans |Pow 98cj constituent essentiellement des 
traductions de propriétés du foncteur w : J- sur j — > T (cf. § 12. 3|) ; il n'est pas 
étonnant que le foncteur w, qui généralise tu, permette d'aller plus loin dans la 
compréhension de la catégorie T . 

L'une des avancées importantes obtenues grâce aux catégories de foncteurs en 
grassmanniennes réside en le théorème If O.f 0\ qui constitue le résultat principal 
de cet article. Il donne une propriété d'annulation cohomologique très générale, 
qui trouve deux applications essentielles. 

L'une d'entre elle, traitée dans le paragraphe If 3.21 concerne le lien entre 
cohomologie du groupe linéaire GL(k) (ou if-théorie stable de k) et cohomolo- 
gie fonctorielle. Le résultat obtenu, qui généralise le théorème de Betley-Suslin 
donné dans l'appendice de [FFSS99J, fournit un isomorphisme entre la cohomo- 
logie de GL(k) à coefficients convenables et des groupes d'extensions dans la 
catégorie Tg r ik) entre des objets finis, nettement plus faciles d'accès. 

Les calculs cohomologiques dans la catégorie T(k) donnés par le théorème lf O.f 01 
possèdent également un intérêt intrinsèque. Ainsi, ce théorème suggère une 
conjecture décrivant la filtration de Krull de la catégorie T, qui renforce toutes 
les formes antérieurement formulées de la conjecture artinienne ; il est l'un des 
outils fondamentaux de la démonstration des formes partielles que nous en 
établirons dans |Djaa| . Nous discutons ces questions dans la section [ï"2l 

L'application du théorème If O.f 01 exposée dans la section [TT] traite de pro- 
priétés de commutation entre le foncteur u> et des foncteurs hom internes. Son 
intérêt est illustré par |Dja06| , comme il est discuté à la fin du § 111.21 

10 Théorème d'annulation cohomologique 

L'objectif de cette section consiste à établir le théorème 110.101 et le corol- 
laire 110.111 qui s'en déduit. Leur démonstration repose sur des considérations 
explicites liées à la catégorie T sur j et des arguments d'adjonction. On em- 
ploie également une catégorie de foncteurs auxiliaire, variante de Tg r obte- 
nue en considérant deux éléments de la grassmannienne d'un espace vecto- 
riel. Hormis l'utilisation de ce nouveau type de catégories, notre démarche 
procède des mêmes idées conceptuelles que celles inaugurées par Pirashvili (cf. 
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remarque 110.121 [T]) . 



10.1 Préliminaires 

On rappelle que o : T — > T sur j désigne le foncteur d'oubli (cf. section [2]) et 
que le foncteur k- 1 est défini dans la notation 12.331 fpage[2"T j) . 

Les résultats de cette section reposent sur la structure du foncteur constant 
k = I^ ur3 de J- sur j donnée par le corollaire 12.341 On rappelle que ce foncteur 
est unisériel. 

Lemme 10.1. // existe dans T SUT j un monomorphisme k- 1 <— > o(ï\), unique à 
homothétie près. 

Démonstration. Par l'assertion [3] de la proposition 1 2 . 36l il existe dans T sur j un 
diagramme commutatif 



o(Io) 



o(/ k ) 



jsurj 
_ 



jsurj 



jsurj 



On en déduit un isomorphisme entre o(It) et 1^ ■ 

Par conséquent, hom (k- 1 , o(ïk)) — k- 1 (k)* = k. Le morphisme correspon- 
dant à 1 est injectif, car sa restriction au socle de k- 1 , l'objet simple 5™ r3 (cf. 
corollaire 12.34p . est non nulle, l'inclusion Sl uri > k- 1 induisant un isomor- 
phisme par évaluation sur k. Cela démontre le lemme. □ 

Remarque 10.2. Le foncteur k- 1 est idempotent pour le produit tensoriel : 
(fc- 1 )® 2 ~ k- 1 . Il induit donc un endofoncteur idempotent • k- 1 de Tsurj. 

Avant d'exploiter le lemme [ÏQ.ll nous aurons besoin d'introduire des catégories 
de foncteurs auxiliaires (qui n'interviendront que dans ce paragraphe). 

Notation 10.3. 1. Nous désignerons par £( i _g r l a catégorie (£g r )\g r , ou 
l'on note encore Qr, par abus de notation, le foncteur composé 

S f r ^ S f^ EnS) 

qui est donc donné sur les objets par (V, W) i— » Gr{V). 

Autrement dit, les objets de £^ hi _g r sont les triplets (V, B, W) formés d'un 
espace vectoriel de dimension finie V et de deux sous-espaces B et W de 
V : et les flèches (V,B,W) ->■ (V\B',W) de £ S u _g r sont les applications 
linéaires / : V -»• V telles que f(B) = B' et f(W) = W. 

La catégorie de foncteurs Fct(£^_ gr , £ ) sera notée Tu-g r - 

2. Nous désignerons par £l_- Dr la catégorie (£g r )\g r ', ou l'on désigne par Qr' 
le foncteur 

4 r ^£f^ Ens, 

qui est donc donné sur les objets par (V, W) h- > Qr(W). 
La catégorie de foncteurs Fct(£(_ Vr , £) sera notée J-2-Vr- 
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3. L'inclusion naturelle de foncteurs ensemblistes S <^-> D identifie £^-Vr ^ 

une sous-catégoric pleine de £[ i _g r . Nous noterons i-p r ■ Fu-Qr —* J~2-vr 
le foncteur de précomposition par l'inclusion. 

Remarque 10.4. L'indice 2 — Dr utilisé est une abréviation de 2-drapeau. On 
pourrait naturellement généraliser les considérations de ce paragraphe à des 
catégories correspondant aux espaces vectoriels munis de drapeaux de longueur 
fixée arbitraire. 

On dispose, conformément aux résultats de la section [31 d'un foncteur de 
plongement Tg r : Tg r — > fFu-Qr et d'un foncteur d'intégrale flg r : Tu-Qt ~^ 
T Gr . Sur les objets, on a T Çr (X)(V, B ,W) = X{V,B) et fl Sr (A)(V,B) = 
© A(V, B, W). 

W£Gr(V) 

Définition 10.5. Nous noterons Af la sous-catégorie épaisse de J-u-Qr noyau 
du foncteur exact i-r> r . Explicitement, Af contient les objets X de Tu-Gr tels 
que X(V, B, W) = pour tout objet (V, B, W) de £ f bl _ gr tel que W C B. 

Remarque 10.6. 1. La catégorie £ hi _g T s'identifie canoniquement à £\ig r g r \ '■ 
c'est la catégorie des espaces vectoriels de dimension finie munie de deux 
sous-espaces. Nous avons préféré donner la présentation ci-dessus « des- 
symétrisant les deux bases » de manière à introduire plus naturellement 
les foncteurs Tg r , Qg r et îp r . 
2. La catégorie J^-Dr n'interviendra pas en elle-même, c'est la sous-catégorie 

Af de Tu-Qr qui nous intéressera. 
Le lemme suivant donne les faits concrets dont nous aurons besoin pour 
établir nos résultats d'annulation cohomologique. 

Lemme 10.7. 1. Il existe un foncteur (3 : S[ i _g r — > £{ ur j tel que (3(V, B ,W) = 
W/(W H B) pour tout objet {V, B, W) de £ S M _ gr . 

2. Il existe dans Tu-Qr un épimorphisme du foncteur constant k vers le fonc- 
teur P* (k- 1 ) , où P* : J- sur j — > J~bi-g r désigne le foncteur de précomposition 
par (3 ; Af est la sous-catégorie pleine des objets X de Tu-Gr tels que la 
projection canonique X -» X <E> f3*(k- 1 ) qui s'en déduit est un isomor- 
phisme. En particulier, Af est un idéal de Tbi-g r ■ le produit tensoriel 
d'un objet de Af et d'un objet de Tu-Gr appartient à Af. 

3. Le foncteur /3*(k- 1 ) se plonge dans Tg r (/t(Jk)). 

Démonstration. La vérification du premier point est immédiate. Le second point 
vient de ce que la projection k -» k- 1 de T sur j (cf. lemme I2.34p induit un 
épimorphisme k = f3*(k) -» f3*(k- 1 ) dans Tu-Qr dont l'image est nulle sur 
l'objet (V, B, W) si et seulement si f3(V, B, W) est nul, i.e. siWcB. 



On remarque ensuite que le foncteur composé £L Gr —> £L r j ► £^ 



se 



-Çr 

plonge dans le foncteur £[ i _g r — — ► £g r — ► £^ (on rappelle que £ f g r 

désigne le foncteur (V, B, W) t— > (V, B) — cf. notation l3.4[) . via l'inclusion cano- 
nique j3{V, S, W) = W/{W flB)M V/B = R(V, B). Comme les foncteurs de T 
préservent les monomorphismes, on en déduit que le foncteur de précomposition 
(3* o o : T —y Tu-çr s'injecte dans Tg r o k : T — * Tu-Qr- Le lemme HO . 1 1 fournit 
alors un monomorphisme /3*(k- 1 ) <—* /3*(o(/k)) Tg r (K(I^)), ce qui achève la 
démonstration. □ 
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Résultats d'annulation cohomologique « abstraits » La première pro- 
priété d'annulation cohomologique de cette section, dont toutes les autres se 
déduiront formellement, s'obtient à l'aide du lemme précédent et du résultat 
formel donné par le corollaire I A. 21 

Lemme 10.8. Soient A un fondeur analytique de Tg r et X un objet de M . Le 
groupe d'extensions Extg r (A, Q,g r (X)) est nul pour tout i £ N. 

Démonstration. Un argument de colimite filtrante (cf. | Jen72j . th. 4.2) permet 
de se ramener au cas où A est polynomial : il existe rfëN* tel que A d A = 0. 

Notons F l'endofoncteur • ® rc(4) de Tg r , G = A Gr , H : M -> T Qr la 
restriction à M de VLg r , et K l'endofoncteur de J\f induit par • (g) Tg r (n(Ik)) (on 
utilise que M est un idéal de Tu-Qr)- Alors : 

1. tous ces foncteurs sont exacts; 

2. G est adjoint à gauche à F par le corollaire 15.391 ; 

3. la proposition 13. 101 fournit un isomorphisme FoH~HoK; 

4. grâce au lemme [10.71 il existe un monomorphisme idj\f K. 

Le corollaire IA.2I donne alors la conclusion. □ 

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de ce paragraphe. 
On rappelle que Iso est une autre écriture pour Sq J (cf. notation l2.5[) . 

Proposition 10.9. Soient X un foncteur analytique de Tg r et A un objet (quel- 
conque) deTu-Qr- Le morphisme gradué naturel Extg r (X, ïlg r (A® /3*(Iso))) — > 
ExtJ r (X, Çlg r (A)) induit par le monomorphisme canonique A ® /3*(Iso) A 
fourni par Isq k (cf. lemme {2.34\ ) est un isomorphisme. 

Démonstration. On écrit la suite exacte longue de cohomologie associée à la 
suite exacte courte — > A ® /3*(Is ) — » A — > ^4 <g> ^*(k- 1 ) — > et l'on applique 
le lemme précédent à l'objet A (g) /3*(k- 1 ) de N (cf. lemme HHT)) . □ 

10.2 Résultats fondamentaux 

Rappelons que le foncteur 3 : Tg r — > Tg r , l'endofoncteur X de Fg r et la 
transformation naturelle j u : T — > iw ont été définis au paragraphe 16.11 

Théorème 10.10. Soient X un objet analytique de Tg r et Y un objet quel- 
conque de Tg r . Le morphisme gradué naturel (j'y)* '■ Extc r (X,X(Y")) — > Extg r (X, 
induit par j Y ■ I{Y) —>- llo(Y) est un isomorphisme. 

En particulier, les adjonctions des propositions \5.9\ et \6.J\ fournissent des 
isomorphismes gradués naturels 

ExtMwPOXF)) ^Ext gr (X,l(Y)) ~Ert> or (3(X),3(y)). 

Démonstration. Notons Tg r : Tg r — > Tu-Qr la composée de Tg r et du foncteur 
de précomposition par l'endofoncteur £l i _g r « échangeant les deux bases », 
i.e. donné par (V,B,W) — ► (V,W,B) sur les objets et sur les morphismes par 
l'égalité 

hon V ((V, S, W), (V\ B', W')) = honv ((V, W, B), (V, W, B')). 

bi — Qr bi — Çr 
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Autrement dit, on a V gr (X){V, B, W) = X(V, W) (tandis que Tg r (X)(V, B, W) = 
X(V,B)). 

Alors les endofoncteurs Q,g r Tg r et luj de Tg r coïncident, car il existe des 
isomorphismes canoniques 

n Sr r' gr (x)(v,B)~ r gr (x)(v,B,w) 

WeGr{V) 

~ X(V,W)~cj(X)(V)~lu(X)(V,B). 

W^Qr(V) 

De plus, il existe un isomorphisme I{Y) ~ Çlg r T'g r (Y ® /3*(Iso)) naturel en F, 
par lequel j Y s'identifie à la transformation naturelle induite par Y ®(3* (Iso) 
F. Ainsi, (jy)* : Extg r (A,X(F)) — » Extg r (A, tw(Y)) est un isomorphisme, par 
la proposition 110.91 

Les autres flèches considérées sont des isomorphismes pour des raisons for- 
melles (corollaire lA.lj) . □ 

En utilisant l'adjonction entre foncteurs de restriction et de prolongement 
par zéro, on en déduit un résultat analogue dans les catég ories J~çr ,<n- Ce même 
principe est mis en œuvre dans le corollaire suivant. 

Corollaire 10.11. Soient k et n deux entiers naturels, X un objet analytique 
de J-çr.k et Y un objet quelconque de !Fg r ,n- 

1. Si k < n, alors Ext^(u>k(X), u) n (Y)) = 0. 

2. Sik = n, alors le morphisme natureŒxtg r n (X, Y) — > ExtJ-(w„(A), lu u (Y)) 
induit par u> n est un isomorphisme. 

On rappelle que les foncteurs de restriction 1Z et de prolongement par zéro 
V qui interviennent dans la démonstration ci-dessous ont été définis dans la 
notation 15.31 

Démonstration. Comme uJk{X) ~ coVk,N(X), le théorème 110.101 fournit un iso- 
morphisme naturel gradué entre Extp(wk(X), lo„(Y)) et ~Ey±g r (Vk,n{X) ,1 V n ,n(Y)) ■ 
On remarque que XV n ^(Y) appartient à l'image de la catégorie Tg r ^> n dans 
Tg r par le foncteur de prolongement par zéro. Comme El >n est une sous- 
catégorie complète à gauche de EL, la proposition IC.251 (et le corollaire IA. 1|) 
montrent que ce groupe d'extensions est canoniquement isomorphe à 

Extg r ^ n (TZ^ i > n 'Pk,n(X), TZn^nXVn^iY)). 

Si k < n, IZff^nVk^iX) est nul, ce qui établit la première assertion. Si 
k = n, cet objet s'identifie à V n ,> n (X). Puisque £g r n est une sous-catégorie 

complète à droite de £g r >n , la proposition IC . 251 montre cette fois que ce groupe 
d'extensions est canoniquement isomorphe à Extç r n (X, lZ® t „ XV n ^(Y)). On 
conclut en constatant que le morphisme naturel Y — ► Kn,nî^n,i(^) est un 
isomorphisme. □ 

Remarque 10.12. 1. Les premiers résultats d'annulation cohomologique dans 
des catégories de foncteurs remontent à Pirashvili. Ainsi, le lemme 0.4 de 
FLS94] (dû à Pirashvili) s'est avéré l'un des premiers outils efficaces pour 
simplifier des calculs de groupes d'extensions dans T . 
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2. Le cas k = du corollaire 110. 111 constitue une généralisation du résultat 
(énoncé d'ordinaire dans sa variante duale) dû à Franjou selon lequel 
Ext>(F,P) = si F est un fonetcur fini de T (cf. |Pow98aj . appen- 
dice, pour une démonstration due à Schwartz). Les lemmes techniques de 
|Pow98aj illustrent l'intérêt de ce genre de résultat cohomologiquc pour 
aborder la conjecture artinienne. 

Gaudens et Schwartz ont établi dans [GS05 une généralisation du résultat 
de Franjou que le théorème 110. 101 recoupe partiellement. 

11 Foncteur u et foncteurs hom internes 

Le foncteur lu étant adjoint à gauche à i, on dispose pour des raisons formelles 
de propriétés de compatibilité entre les foncteurs de division et u> — cf. proposi- 
tion ^. 81 En revanche, l'adjoint à gauche à lu ne se décrivant pas aisément, il est 
plus délicat d'étudier le comportement mutuel des foncteurs hom internes et u. 
Nous utiliserons les foncteurs de décalage, qui sont à la fois des foncteurs hom 
internes et des foncteurs de division (dans Tg T comme dans T), pour contourner 
cette difficulté. 

11.1 Scindement de Ay ° u> 

Par les propositions 19.81 et 15.161 il existe des isomorphismes naturels 

A v w(X)2i(w{X): t (I v ))~ Lo{X:lf^ w) ), (9) 

weg r (v) 

où l'on a utilisé l'identification de Ay à (• : Iy) (proposition I1.3P ; la proposi- 
tion [ÏÏ7TÏÏ] décrit explicitement ce scindement, qui sous-tend nombre d'aspects de 
la structure des catégories Tg r et T (cf. Djab] et |Djaa| ). 

Précisons l'effet des foncteurs de division (■ : I?y W .) qui apparaissent relati- 
vement au niveau et aux coniveau (notions introduites dans la définition 15. 63p . 
On remarque que niv(X : I^y W ^) < niv(X), mais les foncteurs (• : l9y W <") 
abaissent en général le coniveau. La proposition suivante, que l'on utilisera au 
paragraphe suivant, décrit la restriction à Tg r p ~ T de (X : I?y W A. Elle fait 
usage des foncteurs ta introduits en fin de section [9] et résulte de la proposi- 
tion HO]. 

Proposition 11.1. // existe dans T un isomorphisme naturel TZ^fi(X : I^ r ) — 
t a (X) pour X G Ob^ g . r et A G Oh£ f Qr . 

Signalons enfin que, pour élémentaire qu'il soit, le scindement (O jouera un 
rôle essentiel dans les arguments de |Djaa| . 

11.2 Le morphisme h* XF : w(Ext£ r (fc(F), X)) -> Ext^(F, u{X)) 

Nous donnons d'abord la définition et quelques propriétés générales d'un 
morphisme gradué h>x p naturel en un objet X de Tg r et F de T. Notre objectif 
principal est d'établir que h* x F est un isomorphisme lorsque F est localement 
fini. 
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Définition 11.2. Soit h° XF : w(Hom Çr (i(F),I)) -> Hom^(F,w(X)) le mor- 
phisme naturel en les objets F de .F et X de Tg r adjoint à 

w(Homg r ( t (f),I)) <g> F w(Homg r (t(F),I) <g> l(F)) " (mf - x) ; wpT) , 

où la première flèche est l'isomorphisme de la dernière assertion de la proposition 
15.91 et up,x la coùnité de l'adjonction. 

Comme le foncteur Homg r (t(f), •) est exact lorsque F est un objet projectif 
de T (par la proposition I5.38|) et que le foncteur lu est exact, ce morphisme 
naturel s'étend en un morphisme naturel gradué 

h* XtF : w(ExtJ P (4(F),A-)) -> Ext^(F,o;(X)). 

Notation 11.3. Soit V un espace vectoriel de dimension finie. Dans ce para- 
graphe, nous noterons 7ry l'épimorphismc canonique i(Iv) —» k{Iv) de Tg r . 

Remarque 11.4. L'épimorphisme ny peut se lire comme la projection canonique 

7f; iH0 -»/ ( %~«(/v) 

(cf. propositions 15.161 et I5.14|) ; il est donc scindé. 

Lemme 11.5. Pour tous objets V de £* et X de Tg r , le diagramme 
cu(Hom Çr (i(P v ),X)) -=+w(A$ r X) = ^oj(X : n{I v )) 

h x,P v ui(X:tt v ) 

Hom^(F y , lo(X)) ^-»- A v u(X) (uj(X) : I v ) — =-*■ iu{X : i{I v )) 

commute, où : 

- les flèches supérieures sont les isomorphismes fournis par la proposition ] 5. 38\ ; 

- les flèches inférieures sont les isomorphismes fournis par les vrovositions \1.3\ 

etum 

Démonstration. Le morphisme 

h° 

uj{A G v r X) ~ Lu(Uomç r (i(P v ), X)) — ^ Hom^(P y ,w(l)) ~ A v cu(X) 

est l'adjoint du morphisme iV®w(Ay X) — ► u>(X) donné, sur l'espace vectoriel 
A, par [/]®a i-> X(i/)(a) pour / e hom f (V,^4), S G £r(A) et a G X(A,B), où 
l'on désigne par if : (V © A, B) — > (A, S) le morphisme de composante / sur 
et id^ sur A. 

Par conséquent, la flèche 

h° 

W (A^l)- W (Hom 5r (t(P v ),l)) -^Hom^(P v , W (l)) ~ A v lu(X) 
est donnée sur l'espace A par l'inclusion 

w(A^X)(A)= X(V(BA,B)^ X(F8A,B) = A y w(X)(A). 
La conclusion s'obtient alors par la proposition ^. 101 □ 
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Proposition 11.6. Pour tous objets F de T et X de J-g r , le morphisme h x F 
est injectif. 

Démonstration. Le lemmc 111.51 montre l'assertion lorsque F est un projectif 
standard Py. On en déduit (par commutation de lu aux limites et de i aux 
colimites) que h\ P est également injectif lorsque P est une somme directe de 
projectifs standard. Le cas général s'en déduit en considérant un épimorphisme 
p d'un tel projectif P sur F et en considérant le diagramme commutatif 



(Hom er (i(F), I))ci^ w (Hom Çr ( t (i'), X)) 

h° h° 

X,F rL X,P 

Homjr(F, uj(X)) ^ Hom^(P, uj(X)). 



□ 



Remarque 11.7. Il existe même un endofoncteur Tp de !Fg r , un isomorphisme 
naturel Homjr(F, oj(X)) ~ u>(Tp(X)) et une transformation naturelle injective 
jp : ïlom.g r (i(F), •) =— ► Tp telle que h° F s'identifie à u>(jp). On le voit par 
un argument analogue, en considérant une présentation de F par des sommes 
directes de projectifs standard. Ce qui suit précise ces considérations. 

Description explicite du morphisme h* x F Soit V G Oh£f . On a d'une 
part 

c(Ext* r ( t (F),X))GO^ Ext^( t (F),X)(y,W)~ Ext^r^pO) 

weg r (v) weg r (v) 

par la proposition 19.201 
D'autre part, 

-Ext*jr(F,Lu(X)){V) ~ Ext>(F® P Vi lo{X)) ~ Ext>(F, A v lo(X)) 
* Ext*r(F,u(X:I^ w) )) 

W&gr(V) 

grâce à l'isomorphisme (O et à la proposition I C . 1 6l 

Proposition 11.8. Via les isomorphismes précédents et la proposition \ÏÏ7Tb\ le 
morphisme h* x F est induit par l'inclusion naturelle 

r (v , w) (X)(E) = X(E®V,W)^ X(E®V,B) = u(X:I$ tW) )(E). 

AeÇr{W) 
BeGr{E,A) 

Démonstration. Par naturalité, il suffit de vérifier cette identification lorsque F 
est un projectif standard de T, auquel cas elle résulte du lemme [11.51 □ 

Les préliminaires précédents nous permettent, à l'aide du théorème fonda- 
mental de la section précédente, d'établir le résultat principal de cette section. 
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Proposition 11.9. Si F est un objet localement fini de T ' , le morphisme naturel 
gradué 

h* XtF : w(Ext$ P ( t (F),X)) -» Ext>(F,w(X)) 
est un isomorphisme pour tout objet X de Tg r . 

Démonstration. Notons i^(V,W) l'inclusion naturelle de la proposition 111.81 : 
l'énoncé équivaut à l'annulation des groupes d'extensions ExtJ- (F, ui(coker i^)) 
pour tout E G Oh£ * . La proposition 1 1 1 . il montre que l'image par le foncteur de 
restriction TS-n.o du foncteur coker i^ de Tg r est nulle. Le théorème 110.101 (ou 
son corollaire IlO.lip donne alors la conclusion. □ 

Dans les conséquences qui suivent, nous nous contentons du cas du degré 
(i.e. des foncteurs hom internes), le plus significatif. 

Corollaire 11.10. Soient F un objet localement fini de T ' , n etk des entiers na- 
turels et I une partie deN du type <noun. Les foncteurs loi oHomg r j(t/ (F), •) 
et Honijr(i 7 ', •) o loi de T vers Tg r j sont isomorphes. 

Démonstration. Par la proposition 11 1 .91 il existe un morphisme 

Homjr(F, •) o loi — HonijE^i* 1 , •) o lu o Vi.n ~ lu o Homç r (t(f), •) o Vi t n- 

Le corollaire s'en déduit parce que Homg r (t(F), -)oVi^ — P;,N°Homg r j(/,/(F), •), 
par la proposition 19.31 □ 

Nous terminons cette section en donnant un corollaire des résultats précédents 
qui décrit notamment l'image par un foncteur Hom^i 7 ", •) (où F e _F W ) d'un 
G(n)-comodule simple (cf. propositions 15.91 et I5.69P . 

Corollaire 11.11. Soient n et k des entiers naturels, F un objet localement 
fini de T , G un objet de T et M un k[GL„(k)]- module fini. Il existe dans T un 
isomorphisme naturel 

Jiomr {F, ùj„(k„(G) ® p n (M))) ~ ou n (^(Hom^^, G)) <8> p n (M)) . 

Démonstration. Ce résultat s'obtient en combinant les corollaires I9.14[ 19.191 
et 111.101 □ 

Retour sur la méthode de |Dja06| L'article |Dja06| étudie, dans le cas 
k = F 2 , la structure de foncteurs de type finid de J-(¥ 2 ) (précisément, le produit 
tensoriel entre le projectif Jp 2 2 et une puissance extérieure) par un argument 
de récurrence utilisant le foncteur Hom^^A 1 ,'), où A 1 désigne le foncteur 
d'inclusion <—* £. 

Le corollaire 111.111 montre . en particulier, que les G(n)-comodules finis sont 
nilpotents pour le foncteur Honij(r( F2 - ) (A 1 , •) (cf. proposition ll2.16l ci-après). Cet 
énoncé sous-tend toute la démarche de |Dja06| ; cependant, sans le formalisme 
des catégories de foncteurs en grassmanniennes, il est malaisé d'en donner une 
forme et une démonstration générales. La proposition 5.29 de |Dja06| , qui fournit 
une estimation de l'image par le foncteur Hom^fjjfA 1 , ■) des foncteurs étudiés 
dans l'article en question, sert de succédané élémentaire au corollaire 111.111 
Dans le dernier chapitre de |Djab| , nous étendons la méthode de |Dja06| en 
employant le corollaire 1 1 1 . 1 11 de façon beaucoup plus générale. 

3 En fait, cet article travaille sur les objets duaux, de co-type fini. Nous avons traduit, pour 
la cohérence de l'exposition, ses énoncés en termes de foncteurs de type fini. 
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12 La filtration de Krull de la catégorie T 



La conjecture que nous introduisons dans ce paragraphe, appelée conjec- 
ture artinienne extrêmement forte (elle implique la conjecture artinienne très 
forte |2~ÏÏ3"|) . affirme que la restriction aux objets localement finis du foncteur 
d'intégrale en grassmanniennes lu : Tg r — > T envoie la filtration de TA r donnée 
par les sous-catégories T l ç r <n dans la filtration de Krull de T, et induit une 
équivalence entre les quotients associés. Après des préliminaires présentés dans 
le paragraphe I12.1[ nous exposons les différentes formes de la conjecture arti- 
nienne extrêmement forte et les cas particuliers qu'on peut en établir (§ 112. 2p 
puis en examinons des conséquences importantes f § 112. 3p . 

12.1 Foncteurs oméga-adaptés 

Nous nous intéresserons à la propriété suivante d'une sous-catégorie pleine A 
de T : 

Hypothèse 12.1. Pour toute suite exacte courte O^A^B^C^OdeJ-, 
si deux des objets A, B, C appartiennent à A, il en est de même du troisième. 

Conjecturalement, les foncteurs oméga-adaptés de hauteur au plus n intro- 
duits ci-après sont exactement les foncteurs noethériens de type n de T . L'étude 
de ceux-là se ramène essentiellement à celle d'objets finis de J-g r , ce qui les rend 
assez facilement maniables. 

Définition 12.2. Soit n G Z. Nous noterons jF"~ arf (") la plus petite sous- 
catégorie pleine de T vérifiant 112.11 et contenant l'image de la restriction à la 
sous-catégorie J-g r <n des objets finis de Tg r ,< n du foncteur Lu< n : Tg Tt < n — > T. 
Nous dirons que F est oméga-adapté de hauteur au plus n s'il est objet de 

Proposition 12.3. 1. Le produit tensoriel d'un objet de F Lû ~ ad ( n ) e t d'un 
objet de jr^-adM est un bj et de jru-ad(n+ m ) _ 

2. Les sous-catégories j^ u '^ ad ( n ) sont stables par le foncteur différence de T . 

3. Tout foncteur oméga-adapté est pfea . 

Démonstration. Si X est un objet fini de Tg r ,<ki alors le produit tensoriel de 
Lu<k(X) et d'un objet oméga-adapté de hauteur au plus n est oméga-adapté de 
hauteur au plus n + k. En effet, la sous-catégorie pleine des objets de T dont 
le produit tensoriel par tv<k{X) est oméga-adapté de hauteur au plus n + k 
contient les oj< n (A), pour A e OhTg r<n , par la proposition 15.341 et vérifie 
l'hypothèse 1 12 . il On démontre ensuite par le même raisonnement l'assertion [T] 

La proposition 15.161 montre, par exactitude de eu, que lu transforme un objet 
pfooj donc en particulier un objet fini (cf. corollaire 15.67p . en un objet pfoo- 
Comme la sous-catégorie pleine des objets pf^ de T vérifie l'hypothèse 112.11 
par la proposition IB. 71 on en déduit l'assertion [31 

Pour Passertion[21 on considère la sous-catégorie pleine C n des objets F de T 
tels que AF appartient à ^~ ad ( n ) , Les propositions l9.8l et l9.10l montrent que C n 
contient oj< n (X) pour X E OhTg r<n . D'autre part, l'exactitude du foncteur 
différence montre que C n vérifie rhvpothèse ll2,ll ce qui achève la démonstration. 

□ 
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Exemple 12.4. Les projectifs standard Py = uj{P^y V ^) = ui(p(P v urr )) de T sont 
oméga-adaptés, de hauteur dim V (le fait que cette hauteur n'est pas strictement 
inférieure à dim V n'est pas tout à fait immédiat ; il découlera des considérations 
de |Djaa| ). 

Nous utiliserons, dans cette section, le théorème 1 1 . 1 01 par l'intermédiaire du 
résultat d'annulation cohomologique suivant. 

Proposition 12.5. Soient n 6 N, X un objet de Tg Tt > n et F un objet de 
0n a Ext%(F,(j> n {X)) =0. 

Démonstration. Cette propriété s'obtient à partir du corollaire 1 1 . 1 11 et de l'ob- 
servation que la sous-catégorie pleine de T formée des objets F tels que ExtJr(F, lj> 
vérifie l'hypothèse HHH □ 

12.2 La conjecture artinienne extrêmement forte 

Nous introduisons la conjecture artinienne extrêmement forte sous une forme 
globale utilisant la notion de foncteur oméga-adapté. 

Conjecture 12.6 (Conjecture artinienne extrêmement forte). Pour toutn G N, 
un quotient d'un Joncteur oméga-adapté de hauteur au plus n est oméga-adapté 
de hauteur au plus n. 

Remarque 12.7. Cet énoncé implique déjà la conjecture artinienne sous sa forme 
minimale en raison de l'assertion [3] de la proposition 112.31 

La proposition suivante lie la conjecture artinienne extrêmement forte à la 
filtration de Krull de T. 

Proposition 12.8. Supposons la conjecture 1 1 2. 61 vérifiée. 

1. Pour tout n £ N, la sous-catégorie j^ UJ - ad ( n ) d e j: es t épaisse. Elle est 
égale à la sous-catégorie f NT („) des objets noethériens de type n de T . 

2. De plus, le Joncteur uj n : Tg r ^ n — > T induit une équivalence de catégories 
entre T S gr n et fNT(ti)/^NT(n-i) ■ 

3. Désignons par J^^-adiji) \ a pi us p e fn e sous-catégorie épaisse de T stable 
par colimites contenant J?u—ad{n) , C'est aussi la catégorie des Joncteurs 
qui sont colimite de leurs sous-Joncteurs noethériens de type n. Alors la 
filtration de Krull de T est donnée par JC n ÇF) = J 7u ~ a ^v i ) } et le Joncteur 
uj n induit une équivalence de catégories entre 3g r n et K, n (T) / JC n -\(J-) . 

Démonstration. Les sous-catégories F u) ~ ad ( n ) de T sont par hypothèse stables 
par quotients et elles vérifient 112.11 elles sont donc épaisses. La description de 
j:u-ad(n) comme sous-catégorie pleine des objets colimite de leurs sous-objets 
oméga-adaptés de hauteur au plus n vient de ce que les foncteurs oméga-adaptés 
sont de présentation finie (assertion [3] de la proposition 112. 3|) et de la proposi- 
tion EU 

On note ensuite que ^- ad ( n ) est l'image réciproque par le foncteur cano- 
nique T -» F/jw-adin-i) de l'imam not ée C n , du foncteur T S gr n -> jr/j:u-ad{n-i 
induit par oj n . En effet, la sous-catégorie des objets de T dont l'image dans 
T I '^-< ld ( n " 1 ) appartient à C n vérifie [T2~T1 et contient bien les u>i(X) pour i < n 
et Je ObJ-g r t, donc elle contient j^ UJ - ad ( n ) . Réciproquement, si F est un objet 
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de T isomorphe à u) n (X) dans T '/!F U ad( - n 1 \ avec X 6 Ob Tg r n , la proposi- 
tion prouve0 qu'il existe dans T un morphisme F — > uj n {X) dont le noyau 
et le conoyau appartiennent à jp^-^l™- 1 ) ; ce q U j entraîne que F appartient à 

j^u — ad{ri) 

On établit les autres résultats par récurrence sur l'entier n. Ils sont clairs 
pour n = 0. On suppose donc n > et la proposition vérifiée au rang n — 1. 

Le foncteur uj n induit une équivalence entre J-g r n et la sous-catégorie épaisse 
jru-adin) i j:uj-ad{n-i) de j: j ^-ad(n-i) j et augsi de jpV ^ vers la SOU s-catégorie 

épaisse pu-ad{n) j j:u-ad( n -\) de j7/jru-ad(n-i)^ c e i a mon t re en particulier, 
compte-tenu de l'hypothèse de récurrence, que ces images sont respectivement 
incluses dans fNT(n)/^NT(n-i) et K. n (F) / JC n -i(F) . 

Si X est un objet fini non nul de Fg r> k, avec k > n, alors ujk{X) est limite 
de ses quotients appartenant à f^~ ad ( n ) e t n'y appartient pas lui-même, par la 
proposition 112.51 On en déduit que son image dans F/f"-™l(n-i) est infimej 
donc que Wfe(X) n'est pas noethérien de type n, puisque ^- ad ( n - 1 ) = F N T(n-i) 
par l'hypothèse de récurrence. Cela entraîne qu'il n'y a pas, dans F, d'objet 
noethérien de type n qui ne soit pas oméga-adapté de hauteur au plus n. On a 
doncF NT( „) 

Comme la catégorie F est localement noethérienne, par la remarque 11 2. 71 la 
proposition IB. 271 donne JC n (F) = ^NT(n) = F u ~ ad ( n \ d'où la proposition. □ 

Les deux énoncés qui suivent constituent les versions « locales » de la conjec- 
ture artinienne extrêmement forte. 

Conjecture 12.9. Soit n £ N. Le foncteur exact Fg r , n 3~ -» F / K TL -\{F) 
induit un isomorphisme Gl(Fg r . n ) —> G Q (F/K. n -i(F)) qui préserve les classes 
des objets simples. 

Conjecture 12.10. Soit n EN. Pour tout objet simple S de Fg r , n , le foncteur 
uj n (S) de F est simple noethérien de type n. De plus, un foncteur de F est 
simple noethérien de type n si et seulement s'il est isomorphe à un quotient non 
nul d'un tel objet. 

La proposition 112.81 fournit l'équivalence entre les différentes conjectures de 
ce paragraphe. 

Corollaire 12.11. Les conjectures ] 12.61 \12.9\ et \l2.1Œ sont équivalentes. 

Démonstration. La proposition 112.81 montre que la conjecture 112.61 implique la 
conjecture 112.101 

La proposition lB . 27l montre que la coniecture l 1 2 . lOl entraîne la coniecture ll2.9l 
Supposons maintenant la coniecture ll2. in satisfaite. Alors tout foncteur oméga- 
adapté de hauteur au plus n appartient à K, n ÇF) . On montre par récurrence sur 
n e N que la sous-catégorie F u ~ ad ( n ) de T est épaisse et que les objets de 
K. n (F) sont colimite de sous-objets oméga-adaptés de hauteur au plus n. Si 
cette assertion est vérifiée, tout quotient strict d'un foncteur du type oj n+ i(S), 
où S S Ob Fç r}n +i est simple, est oméga-adapté de hauteur au plus n : un tel 
quotient appartient à JC n {F) (parce que la conjecture 112.91 est satisfaite), et est 
de type fini. En particulier, tous les quotients de u n+ i(S) sont dans ^- a!i (™+ 1 ). 
On en déduit que la sous-catégorie j*>-ad(n+ï) de jr es ^ épai sse . Son image dans 

4 Utiliser les résultats de base sur les catégories abéliennes quotients donnés dans [Gab62 . 
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le quotient T jK n {T) contient les objets simples de cette catégorie (car la conjec- 
ture est satisfaite) ; elle est épaisse. Le fait que les foncteurs oméga- adaptés 
sont de présentation finie implique, par la proposition lB .121 que la sous-catégorie 
des foncteurs de T qui sont colimite de leurs sous-foncteurs oméga-adaptés de 
hauteur au plus n + 1 est aussi épaisse. On en déduit que cette sous-catégorie 
coïncide avec K, n +\(!F), par définition de la filtration de Krull. Cela établit la 
conjecture 112.61 et achève la démonstration. □ 

En considérant les objets simples pseudo-constants des Tg r>n dans la conjec- 
ture [T^TUl on obtient le résultat suivant. 

Corollaire 12.12. La conjecture artinienne extrêmement forte implique la conjec- 
ture artinienne très forte \2.5'A 

Résultats partiels sur la filtration de Krull de T Dans [Djaa , nous 
établirons les résultats suivants. Le premier démontre la moitié de la conjec- 
ture [Ï27TU] pour n = 1 et k = F2 ; le second, qui généralise l'important théorème 
de simplicité de Powell (cf. [Pow98cJ), consistue une forme affaiblie de cette 
conjecture valable pour tout n. 

Théorème 12.13. Le fondeur uj\ : J-g r ^\{¥2) — * ^(¥2) induit une équivalence 
entre la sous-catégorie J-g rl (J$2) des objets finis de J~g r ,i(¥2) et une sous- 
catégorie épaisse de ^(¥2)/ 3~u(^2)- 

Dans le théorème 112.141 ci-dessous . les endofoncteurs V„ de ^(F 2 ) sont les 
duaux de ceux introduits par Powell dans [Pow98b] . Explicitement, on a 

V n (F)(V) = im (F(V © ¥ 2 Bn ) E ' e ^ ffi ">* F (Ve °, F (y © Fa) ) . 

On désigne par Afil^ la plus petite sous-catégorie épaisse stable par colimites 
de J- contenant les foncteurs V„-nilpotents. 

Théorème 12.14. Pour tout n G N* ; le fondeur io n : J-g r ,n(^2) —* ^(¥2) in- 
duit une équivalence entre la sous-catégorie J-l r „(F2) des objets finis de Tg r _ n {¥2) 
et une sous-catégorie épaisse de J-(¥2)/J\fil^ n - 

L'intérêt de ce théorème réside dans le fait qu'un foncteur oméga-adapté de 
hauteur strictement inférieure à n est V„-nilpotent. 

Nous déduirons du théorème 112. 141 le résultat suivant. 

Théorème 12.15. Pour tout foncteur fini F de J-{¥2), le foncteur P®^ 1 (g> F 
est noethérien de type 2. 

12.3 Conséquences de la conjecture artinienne extrêmement 
forte 

Nous donnons des propriétés des foncteurs oméga-adaptés qui montrent que 
la conjecture artinienne extrêmement forte implique des conjectures profondes 
sur la structure de la catégorie T que les formes plus faibles de la conjecture 
artinienne ne suffisent pas à résoudre. 
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Proposition 12.16. Soient k € N et F un Joncteur de oméga- adapté de T . Il 
existe N 6 N tel que pour tout n > N et tout joncteur analytique A de T tel 
que A(0) = 0, on ait Ext * r {A® n , F) = 0. 

Démonstration. Comme la sous-catégorie pleine des foncteurs F de T tels que 
Ext* (A®", F) — pour n assez grand vérifie l'hypothèse 112. Il il suffit de 
démontrer l'assertion lorsque F = u)(X), où X est un objet fini de Tg r . 

Comme A(0) — 0, le foncteur A admet une résolution projective dont les 
termes sont du type Pt ®-Bi, donc A® n admet une résolution projective dont les 
termes sont du type P® n ®Ci. Pour tout entier n > deg(X) et tout E £ Ob£ç r7 

hom Sr (i(P®" ® Ci) ® Pf r , X) ~ hom Sr (t(C < ) ® Pf r , (A 5r ) n I) = 

(par le corollaire , donc Extg r (i(Â® n ) ® Pf r ,X) = 0, puisque (t(P,f™ ® 
Ci) ® Pg r )i est une résolution projective de l(A® u ) €5 Pf r - L'isomorphisme (fTU|) 
de la proposition IC. 161 fournit alors Ext* 7r (t(A®"), X) = pour n > deg(X). 
La conclusion résulte donc de la proposition 11 1.91 □ 

Remarque 12.17. 1. L'argument d'annulation cohomologique utilisé dans cette 
démonstration, analogue à la proposition 1.5.1 de [Fra96] . est dû originel- 
lement à Pirashvili (cf. remarque 1 1 . 1 21 [Tj) . 

2. Cette proposition est surtout significative en degré 0, i.e. pour les foncteurs 
hom internes. En particulier, elle illustre le comportement radicalement 
différent du foncteur différence A ~ Homjr(Pj5, •) et de Hom.f(F, •) pour 
F fini. 

3. Pour k = F2, le cas le plus intéressant est celui où A = A 1 (cf. |Dja06| ). 

Proposition 12.18. Si F est un foncteur oméga-adapté de T , pour tout i G N, 
l'ensemble des classes d'isomorphisme d'objets simples S de T tels que Ext^S 1 , F) ^ 
est fini. 

Démonstration. Il suffit de montrer la propriété pour F de la forme to n (X), 
où n G N et X e Ob J^^. Pour n = 0, cela vient de ce que les objets finis 
de T sont co-pfoo (cf. |Djab| pour les détails) ; pour n > 0, tous les groupes 
Ext l yr(S, u> n (X)) sont nuls par le corollaire 11 0.1 11 d'où la proposition. □ 

Cet énoncé est à comparer à la forme de la conjecture artinienne donnée par 
l'assertion [ÏÏ] de la proposition 11. 121 

Le groupe de Grothendieck Gq{!F) Le foncteur exact u> préserve les objets 
de type fini, il induit donc un morphisme de groupes : GqÇF g r ) — > Gq 
qui est un morphisme d'anneaux lorsqu'on munit la source de la structure mul- 
tiplicative induite par le produit tensoriel total (cf. proposition 15.34p . Si F est 
un foncteur oméga-adapté, la classe de F dans G*q appartient à l'image de 
lu*, donc la conjecture artinienne extrêmement forte implique que ce morphisme 
est surjectif. On peut compléter cette remarque comme suit. 

Notation 12.19. Soient S un système complet de représentants des objets 
simples de T et Gq(J-) le groupe produit 7L S . Le morphisme de groupes cano- 
nique j : Gl f {T) -» G S {T) s'obtient en associant à un objet de type fini F de 
T la famille des multiplicités d'un élément S de S dans F. 
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Dans Djaa , nous établirons le résultat suivant. 

Théorème 12.20. Le morphisme G f (Fç r (F 2 )) ^ G t f (J 7 (¥ 2 )) ^ G f (J r (¥ 2 )) 
est injectif. 

Corollaire 12.21. Si la conjecture artinienne extrêmement forte pour F 2 est 
vérifiée, alors le morphisme : G (Tg r (W 2 )) — > Gq \T{¥ 2 )) est un isomor- 
phisme, et le morphisme canonique j : G (^(F^) — » Gl(J-(¥ 2 )) est un mono- 
morphisme. 



13 Résultats d'annulation cohomologique dans 

J vnj 

La comparaison entre les groupes d'extensions dans les catégories T et des 
modules sur un groupe linéaire s'opère naturellement par l'intermédiaire de la 
catégorie J-% n j (ou J- sur j) ; on peut l'illustrer par le diagramme commutatif 



T ■ 



ev E „ 



k[A4„(k)] 



Mod 



. T. 

J il 



' k[GL n 



iMod 



clans lequel la flèche inférieure est le foncteur de restriction : il s'agit d'étudier 
le comportement cohomologique du foncteur composé T — * GL„(k)Mod de ce 
diagramme. 

Ce principe est implicite dans la démonstration de Suslin, donnée dans l'ap- 
pendice de [FFSS99] , du théorème selon lequel ce foncteur induit un isomor- 
phisme entre les groupes d'extensions entre deux foncteurs finis de la catégorie 
J-, pourvu que n soit assez grand. 

Le résultat principal de cette section constitue une généralisation de ce 
théorème. Il est démontré dans le paragraphe 113. 2\ à partir d'une propriété 
d'annulation cohomologique déduite du théorème 110. 101 relatif au foncteur uj : 
J~g r J~ et de la proposition 16.151 relative à Pauto-dualité du foncteur ui. 

Le premier paragraphe établit, de façon directe, une autre propriété d'an- 
nulation cohomologique du foncteur d'oubli Oi n j : T —> J-i n j. Dans le para- 
graphe I13.3[ nous formulons une conjecture sur la filtration de Krull de la 
catégorie J-% n j analogue à la conjecture artinienne extrêmement forte. Nous 
en démontrons un cas particulier à l'aide des résultats des deux paragraphes 
précédents. 



13.1 Une propriété élémentaire 

Le résultat que nous établissons dans ce paragraphe (proposition 113. 3p re- 
pose uniquement sur les résultats de la section [21 Pour les appliquer plus com- 
modément, pour traitons d'abord de la catégorie Fsurj- 

Lemme 13.1. Il existe dans T SU rj un épimorphisme scindé o(F) ® Py Wr:> -» 
o(F) naturel en les objets V de £~ ur j et F de T . 
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Démonstration. On définit un morphisme naturel o(F) <g> — » o{F) comme 
l'adjoint de la projection canonique 

m(o(F) ë> Py rj ) ~ wo{F) $ zu(Py rj ) ~ wo{F) ® P v ^ mo(F) -» F 

déduit de l'épimorphismc Py k et de la coùnité de l'adjonction, via la pro- 
position mïïH 

D'autre part, l'épimorphisme V -» induit un morphisme Iso — P^ UTJ — > 
psurj j ans J? sur j^ d' ou un morphisme naturel o(P) ~ o(F) (8) Isq — > o(F) ® p™ rj . 

On vérifie aussitôt que le morphisme o(P) — > o(P) <S> P™ rj — » o(F) composé 
des deux flèches précédentes est l'identité. □ 

Proposition 13.2. Soient X un objet fini de J- sur j et F un objet de T . On a 

Ext^ r .( O (P),X)=0. 

Démonstration. Par la proposition 12.211 il existe un espace vectoriel de di- 
mension finie V tel que ôv{X) = 0. La proposition 12.171 et le corollaire IA.1I 
montrent alors que Ext^. (o(F) ® Py Urj , X) ~ Ext^. (o(F), <V PO) = 0. 

Mais Extr turj (o(F),X) est facteur direct de Ext> surj (o(F) ® P v urj , X) par le 
lemme [l3.1[ d'où la proposition. □ 

Revenons maintenant à la catégorie J-i n j , plus naturelle pour les considérations 
suivantes. 

Proposition 13.3. Soient X un objet localement fini de Ti n j et F un objet de 
T . On a 

(F)) = o. 

Démonstration. Le cas où X est fini est dual du précédent. Le cas général s'en 
déduit par passage à la colimite. □ 

13.2 Propriétés utilisant le foncteur uj 

Nous présentons maintenant d'autres résultats d'annulation cohomologique 
dans la catégorie J-'mj, reposant sur le théorème 1 1 . 1 01 et la proposition suivante. 

Proposition 13.4. Les endofoncteurs zui n j0i n j et lok de T sont isomorphes. 

Démonstration. Soit k : T — > Tg r le foncteur de précomposition par le foncteur 
de réduction & : £g r — ^ £ f. On a des isomorphismes canoniques ■cuinjOinj — lo' on 
et ton ~ u) o k, où u) (resp. u>') est le foncteur introduit dans la notation 16.121 
(resp. HTTÏÏf . de sorte que la proposition 16.151 donne la conclusion. □ 

On introduit à présent un foncteur très analogue à T. 

Définition 13.5. On définit un endofoncteur J de Tg r par 

J(X)(V,B)= X(V/W,B/W), 

WeÇr(B) 

l'application linéaire 

J(X)(f) : J(X)(V,B) -> J(X)(V',B') 
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(où / : (V,B) — * (V',B') est une flèche de £g r ) ayant pour composante 

X(V/W, B/W) -> X{V'/W, B'/W') 

l'application linéaire induite par le morphisme (V/W,B/W) — > (V'/W, B'/W') 
induit par / si f{W) = W', sinon. 

La propriété suivante justifie l'apparition du foncteur J dans ce paragraphe. 

Proposition 13.6. Il existe un isomorphisme de fondeurs ujklo ~ ldJ. 

Démonstration. On l'obtient par la suite d'isomorphismes naturels 

ukw(X)(V)= u{X){y/W)a X{V/W,B/W) 

W&Gr(V) WCB<ZV 

* J(X)(V,B)=uJ(X)(V). 

B£Çr(V) 

□ 

La proposition suivante est la plus importante de cette section. Elle joue dans 
J-i n j un rôle analogue à celui qu'occupe le théorème llO.lOl dans la catégorie J-g r . 

Proposition 13.7. Soient X un objet localement fini de J-g r et Y un objet de 
Tg r . Il existe un isomorphisme naturel gradué ExtJ-. . (pi n jU)(X), Oi n jU)(Y)) ~ 
E^ gr (X,lJ(Y)). 

Démonstration. Le foncteur Oi n j étant adjoint à gauche à vui n j (proposition 
12.40p . le corollaire lA.li la proposition ll3.4[ la proposition ! 13 . 6l puis le théorème llO.101 
procurent des isomorphismes gradués naturels 

E-xk*j,. n .(o in jLj(X),Oi n jCû(Y)) ~ Ext p(uj(X),m iri jOi n jOJ (Y)) 

~ ExtJ-(cj(X),cj«w(y)) ~ Ext*r(oj(X),ojJ(Y)) ~ Ext* Çr {X,IJ(Y)). 

□ 

Remarque 13.8. Ainsi, pour obtenir un énoncé relatif à la catégorie J-'inj, nous 
avons transité par la catégorie J-g r , dont l'étude requiert celle de J- sur j. Cela 
explique pourquoi nous avons dû introduire les deux catégories Ti n j et T sur j. 

Le corollaire suivant permet d'utiliser la proposition 113.71 tout en s'affran- 
chissant des foncteurs X et J . 

Corollaire 13.9. Soient k, n G N, X un objet localement fini de J-g r ,k et Y un 
objet de Tg r ^ n - 

1. Si k < n, alors ExtJ- (oi n jUJk(X), Oi n jLû n (Y)) = 0. 

2. Si k = n, le foncteur exact Oi n jUJ n induit un isomorphisme naturel gradué 

Ext*ç rn (X,Y) Ext p. n .(o inj uj n (X), o in j oj„(Y)). 

Démonstration. On déduit ce résultat de la proposition 113.71 de la même façon 
que l'on a déduit le corollaire 110.111 du théorème 110.101 En effet, si A est un 
objet de Tg r de coniveau au moins égal à n, l'inclusion canonique A <^-> J(A) 
induit après application du foncteur 7?.H,<n un isomorphisme. □ 
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Application à la if -théorie stable La démonstration par Suslin (cf. appen- 
dice de FFSS99 ) de l'isomorphismc entre la A'-théorie stable de k et l'homologie 
dans ^(k) pour des foncteurs finis se décompose en deux étapes^. 

Rappelons que l'on dispose d'un foncteur exact e : Ti n j — > k[GL(k)]Mod, 
conformément au § 12.41 Nous noterons F i— ► F(k°°) le foncteur T — > k[GL(k)]Mod 
composé de Oj„j : — > J-i„j et du précédent. Il induit un morphisme gradué 
naturel 

E^ in . {k) (o inj (F),o inj (G)) - Ext£ [GL(k)] (F(k~),G(k°°)) 

pour F,Ge Ob J 7 . La première étape de la démonstration de Suslin consiste 
à démontrer que ce morphisme est un isomorphisme lorsque F et G sont finis ; 
c'est vrai en fait lorsque F est pf^ et G fini (cf. [Pir02 , proposition 4.3). Le 
lien avec la if-théorie stable vient de ce que, à dualisation près, les groupes 
d'extensions Ext ^ GL(k ^ ( F(k°°), G(k°°)) sont des groupes de if -théorie stable 
de k (voir encore |Pir02| ). 

Corollaire 13.10. Soient X un objet fini de Tg r et F un objet fini de T . Il 
existe un isomorphisme naturel gradué 

Ext^ [Gi(k)] ( W (X)(k° ),F(k° )) ~ Ext* Qr (X,lK(F)). 

Démonstration. Comme X est pfoo et que le foncteur exact uj préserve les pro- 
jectifs de type fini, u>(X) est pfoo, de sorte que Ext .(t) (°inj & (X)> °inj (F)) — 
F 1 xt^ GL ^(io(X)(k°°), F(k oa )). On conclut en appliquant la proposition 113.71 
puisque JT'o.n — k. □ 

Lorsque X est de niveau 0, i.e. que u>(X) est un objet fini de T ', on retrouve 
le résultat de Betley-Suslin affirmant que le morphisme naturel Ext^-F, G) — > 
Ext k [ Gi ( k )](F(k 00 ), G(k°°)) est un isomorphisme si F et G sont finis. 

13.3 La filtration de Krull de la catégorie F in j 

Le corollairc ll3.9l ct la proposition ! 13.31 nous amènent à formuler la conjecture 
suivante. 

Conjecture 13.11 (Conjecture artinienne extrêmement forte pour Ti n j). Pour 
tout n G N, le foncteur Oi n jUJ n : Tç r . n — » Ti n j induit une équivalence entre les 
catégories T l g r n et K. n+ i{Fi nj ) / JC n {Ti n j) . 

Si la conjecture artinienne extrêmement forte est satisfaite, cet énoncé équivaut 
au suivant. 

Conjecture 13.12. Pour tout n G N, le foncteur Oi n j induit une équivalence 
entre les catégories A^ rl (^ 7 )//C rl _i(^ 7 ) et K. n +i(J-i n j) / 'JCni^inj) ■ 

Le résultat suivant donne une réponse positive partielle à la coniecture ll3.111 
pour n = 0. 

Proposition 13.13. Le foncteur une équivalence entre 

la sous-catégorie de T et une sous- catégorie épaisse de ^"inj/^inj- 

5 Scorichenko a étendu le résultat de Suslin au cas des modules sur anneau arbitraire — cf. 
le dernier chapitre de IFFPS03| . 
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Démonstration. Si S est un objet simple de T , le corollaire 12.321 montre, par 
dualité, que Oi n j(F) est un objet simple noethérien de type 1 de J^mj, donc 
un objet simple de 3~inj / F 1 ^. Le corollaire 113.91 (appliqué avec n = 0) et la 
proposition 113.31 établissent par ailleurs que le foncteur Oi n j induit un foncteur 
pleinement fidèle entre et une sous-catégorie de Ti n j / stable par exten- 
sions. Cela prouve la proposition. □ 

Remarque 13.14. 1. Dans [Djab] , nous établissons ce résultat de façon différente. 
La méthode suivie, moins élémentaire que celle de la proposition ll3.13l est 
une variante moins technique de la démonstration du théorème 112.131 que 
nous donnerons dans |Djaa| , théorème que l'on ne peut pas en revanche 
montrer de manière aussi directe que la proposition ! 1 3. 13l le corollairc l2.32l 
n'ayant pas d'équivalent dans la catégorie T. 

2. La proposition [2115] esquisse une autre approche de la catégorie Finj/J'inj- 
Malheureusement, celle-ci ne semble pas suffisante pour établir simplement 
que tous les objets simples de la catégorie Finj/^lnj son * dans l'image du 
foncteur T — U T mj -» ^inj/^Hj- 

A Adjonctions 

A.l Algèbre homologique 

La propriété immédiate suivante est d'un usage très courant dans les catégories 
de foncteurs. 

Proposition A.l. Supposons que A et B sont deux catégories abéliennes possédant 
suffisamment d'objets injectifs. Si F : B — > A et G : A — > B sont des fonc- 
teurs exacts tels que F est adjoint à droite à G, alors Visomorphisme naturel 
hom^i(X, F (Y)) ~ homg(G(X), Y) s'étend en un isomorphisme naturel gradué 

Exti(X,F(F))~ExtS(G(X),y). 

Nous utiliserons parfois cette proposition via le corollaire suivant. 

Corollaire A. 2. Supposons que : 

1. A et B sont deux catégories abéliennes, A possédant assez d'injectifs ; 

2. F et G sont deux endofoncteurs exacts de A, avec G adjoint à gauche à 
F; 

3. H : B — » A est un foncteur exact ; 

4- K est un endofonteur de B tel que F o H ~ H o K ; 

5. il existe une transformation naturelle injective j : id& > K . 

Soient X un objet de A tel qu'il existe n G N tel que G n (X) = et Y un 
objet de B. On a Ext^(X, H(Y)) = 0. 

Démonstration. Quitte à remplacer F par F n , G par G™ et K par K n , on peut 
supposer n = 1. 

Pour tout objet F de S, on a une suite exacte naturelle 

-> Y ^ K(Yi) K{Y 2 ) ^ . . . ^ K{Y n ) ■ ■ ■ 
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où Yy = Y et fi = jy, et pour n > 1, Y n = cofcer/„_i et /„ est la composée 

if(y^_i) -» y„ — K(Y n ). En appliquant le foncteur exact H à cette suite 
exacte et en utilisant l'isomorphisme FoH ~ HoK , on en déduit une résolution 
de H(Y) par les objets F(H(Y))- Comme Ext* A (X,F(A)) = pour tout A G 
Ob.4. par la proposition lA.il cela donne la conclusion. □ 

A. 2 Monades et comonades 

Pour les démonstrations des propriétés rappelées ci-dessous, nous renvoyons 
à |ML71j . chapitre VI. 

Définition A. 3. Soit C une catégorie. 

1. Une monade sur C est un triplet (T,rj,n) formé d'un endofoncteur T de 
C et de transformations naturelles rj : ide — > T et [i : T 2 — > T telles que 
fJ- ° t\t = idr = fio T(rj) et \i o T(/i) = fj, o jUj 1 . La transformation naturelle 
/i est appelée multiplication de la monade. 

2. Une comonade sur C est une monade sur C op , i.e. un triplet (T, 7, 5) formé 
d'un endofoncteur T de C et de transformations naturelles 7 : T — > ide et 
5:T ^T 2 telles que 7T o <5 = id T = T( 7 ) o <5 et 5 T o 5 = T(ô) o ô. 

Convention A. 4. Dans la suite de cet appendice, nous considérons des catégories 
A et B et des foncteurs F : B — > A et G : A ^ B tels que F est adjoint à droite 
à G. 

Proposition A. 5. L'adjonction entre F et G détermine : 

1. une monade (FG,rj, Ff^yc)) sur A ; 

2. une comonade (GF,j,G(r]p)) surB. 

Définition A. 6. 1. Soit (T, r), /z) une monade sur une catégorie C. Un mo- 
dule sur cette monade est la donnée d'un objet X de C et d'un morphisme 
m : T(X) X tel que morjx = idx et moT(m) = mo {i x ■ T 2 (X) — > X. 
2. Soit (T, 7, ô) une comonade sur une catégorie C. Un comodule sur cette 
comonade est un module sur la monade de C op associée, i.e. un objet 
X de C muni d'un morphisme c : X — > T(X) tel que 7x ° c = idx et 
T(c)oc = * x oc:l^T 2 (J). 

On définit de façon évidente la notion de morphisme de modules sur une 
monade, ou de comodules sur une comonade. On prendra garde au fait que 
nous nommons module (resp. comodule) ce que Mac Lane appelle algèbre (resp. 
coalgèbre). 

Proposition A. 7. Il existe un joncteur de A vers la catégorie des comodules 
sur la comonade {GF,j, G{np)) ; il s'obtient sur les objets en munissant G(X) 
(où X G Ob„4J de la structure de comodule donnée par le morphisme G{rjx) '■ 
G(X) -^GFG(X). 

Cette proposition possède une variante duale en terme de monade. 
Le résultat suivant, qui se déduit de |ML71j . chapitre VI, §7, théorème 1, 
est un cas particulier du théorème de Beck. 

Proposition A. 8. Faisons les hypothèses suivantes : 



117 



1. les catégories A et B sont abéliennes ; 

2. le foncteur G est exact et fidèle. 

Alors le joncteur de la proposition précédente de A vers la catégorie des 
comodules sur la comonade déterminée par l'adjonction entre F et G est une 
équivalence de catégories. 

Dualement, on a le résultat suivant. 

Proposition A. 9. Faisons les hypothèses suivantes : 

1. les catégories A et B sont abéliennes ; 

2. le joncteur F est exact et fidèle. 

Alors la catégorie B est équivalente à la catégorie des modules sur la monade 
déterminée par l'adjonction entre F et G. 

B Propriétés de finitude dans les catégories abéliennes 

Cet appendice donne les définitions, notations et propriétés relatives aux no- 
tions de finitude utilisées dans cet article. La plupart des ces notions se trouvent 
dans |Pop73| , |Gab62| ou [CR90] ; d'autres références et les démonstrations sont 
données dans |Djab| . 

Convention B.l. Dans cet appendice, A désigne une catégorie de Grothen- 
dieck. 

On rappelle que, par définition, une catégorie de Grothendieck est une catégorie 
abélienne possédant des colimites, un ensemble de générateurs et dans laquelle 
les colimites filtrantes sont exactes. Une telle catégorie possède toujours des li- 
mites, des enveloppes injectives et un cogénérateur injectif (cf. |Pop73| , §3.7 et 
|Gab62j . chapitre II, §6). 

B.l Définitions 

Soit A un objet de A. 

Définition B.2. On dit que A est : 

1. noethérien si toute suite croissante de sous-objets de A stationne ; 

2. artinien si toute suite décroissante de sous-objets de A stationne ; 

3. de type fini si toute suite croissante de sous-objets de A de colimite A 
stationne ; 

4. de co-type fini si toute suite décroissante de sous-objets de A de limite 
nulle stationne. 

Notation B.3. Nous désignerons par A 1 ^ la sous-catégorie pleine des objets 
de type fini de A. 

Définition B.4. On dit que la catégorie A est localement noethérienne (resp. 
co-localement artinienne) si elle possède un ensemble de générateurs (resp. 
cogénérateurs) noethériens (resp. artiniens). 
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Hypothèse B.5. Il existe dans A un ensemble de générateurs projectifs de 
type fini. 

Le premier point de la définition suivante est valable sous l'hypothèse IB.5I : 
la « bonne » définition d'un objet pf n est différente lorsque cette hypothèse n'est 
pas vérifiée. 

Définition B.6. Soit nef. On dit que A est : 

1. de n-présentation finie, en abrégé pf„, s'il existe une suite exacte P n — > 
P n -i —> ■ ■ ■ — > Pq — > A — > 0, où les Pi sont des objets projectifs de type 
fini de A. 

2. de n-co-présentation finie, en abrégé co-pf„, s'il existe une suite exacte 
— » Iq — > • • • — » /„, où les Ii sont des objets injectifs de co-type fini de A. 

On dit que A est de présentation finie s'il est de 1-préscntation finie, pfoo s'il 
est pf„ pour tout n. On adopte des simplifications terminologiques analogues 
pour les objets co-pfi (ainsi, on écrira co-pf pour co-pfi). 

La manipulation des objets pfœ est facilitée par la proposition suivante : 

Proposition B.7. Soit 0—^A-^B^C^O une suite exacte de A. Si deux 
des objets A, B et C sont pf^ , il en est de même du troisième. 

Définition B.8. On dit que A est : 

1. simple s'il est non nul mais que tous ses sous-objets stricts sont nuls ; 

2. fini s'il admet une filtration finie de sous-quotients simples ; 

3. localement fini s'il est colimite de ses sous-objets finis ; 

4. co-localement fini s'il est limite de ses quotients finis. 

Notation B.9. On note A^ (respectivement A * ) la sous-catégorie pleine des 
objets finis (resp. localement finis) de A. 

Définition B.10. Une sous-catégorie de Serre de A est une sous-catégorie 
pleine C de A stable par sommes directes finies et par sous-quotients. 

Une sous-catégorie épaisse de A est une sous-catégorie de Serre de A stable 
par extensions. 

Proposition B.ll. 1. La sous-catégorie A? de A est épaisse. 

2. La catégorie A * est une sous-catégorie de Serre de A. Si les objets simples 
de A sont de présentation finie, elle est épaisse. 

La dernière assertion de cette proposition est un cas particulier du résultat 
suivant. 

Proposition B.12. Soit C une sous-catégorie épaisse de A. Notons C la sous- 
catégorie pleine de A dont les objets sont les colimites d'objets de C. 

Si les objets de C sont de présentation finie, alors C est une sous-catégorie 
épaisse de A. 

Définition B.13. 1. On appelle socle de A la somme soc(A) des sous-objets 
simples de A. 

2. On nomme radical de A l'intersection rad(A) des sous-objets stricts maxi- 
maux de A. On appelle cosocle de A le quotient A/?aâ(Â), noté cosoc(A). 

Proposition B.14. Si A est localement fini et que soc(j4) est fini, alors A est 
de co-type fini. 
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B.2 Effet de foncteurs exacts 

Les propositions énoncées dans ce paragraphe s'établissent par des méthodes 
standard ; on en trouvera une démonstration complète dans |Djab| . 

Proposition B.15. Soient B une catégorie de Grothendieck et F : A — > B un 
Joncteur exact et fidèle. 

1. Si X est un objet de A tel que F(X) est noethérien (resp. artinien) dans 
B, alors X est noethérien (resp. artinien) dans A. 

2. Si F commute aux colimites (resp. limites) filtrantes et si X est un objet 
de A tel que F(X) est de type fini (resp. de co-type fini), alors X est de 
type fini (resp. de co-type fini). 

3. Supposons que F est plein et que son image est une sous- catégorie de Serre 
de B. Si X est un objet noethérien (resp. de type fini, artinien, de co-type 
fini) de A, alors F(X) est un objet noethérien (resp. de type fini, artinien, 
de co-type fini) de B. 

Proposition B.16. Soient i e N* et F un fondeur exact et fidèle de A dans 
une catégorie de Grothendieck, commutant aux colimites filtrantes et préservant 
les objets projectifs de type fini. Si X est un objet de A tel que F(X) est pfi, 
alors X est pfi . 

Proposition B.17. Soient B une catégorie de Grothendieck et F : A — > B un 
fondeur exact. 

1. Supposons F fidèle. Si X est un objet de A tel que F(X) est fini dans B, 
alors X est fini dans A. 

2. Supposons que F est plein et que son image est une sous-catégorie de Serre 
de B. Si X est un objet fini de A, alors F(X) est un objet fini de B. 

B.3 Groupes de Grothendieck 

Définition B.18. Soit C une sous-catégorie pleine et petite de A, contenant 0. 
On appelle groupe de Grothendieck de C relativement à A le groupe abélien noté 
Gq(C; A) défini par générateurs et relations de la manière suivante. 

- Générateurs : un générateur [A] pour chaque objet A de C. 

- Relations : [A] = [B] + [C] pour toute suite exacte courte — * B — * A — > 
C — > de A dont tous les objets A, B, C sont dans C. 

On a [A] — [B] dans Gq(C;A) si A et B sont deux objets isomorphes de C, ce 
qui permet de définir ce groupe lorsque C est seulement essentiellement petite. 

Lemme B.19. La sous-catégorie A 1 ^ de A est essentiellement petite. 

Cela permet de donner la notation suivante. 

Notation B.20. Nous noterons respectivement Gq(A), Gq (A) et Kq(A) les 
groupes de Grothendieck Gq(A *]A), Go(A t ^,A) et Gq(C;A), où C est la sous- 
catégorie pleine des objets projectifs de type fini de A. 

Le théorème de Jordan-Hôlder dit que le groupe abélien G (A) est libre, les 
classes des objets simples de A en formant une base. 

Nous rappelons maintenant la notion de recollement de catégories abéliennes. 
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Définition B.21. Un diagramme de recollement est un diagramme du type 



g l 




p r 



dans lequel : 

- A, B et C sont des catégories abéliennes. 

- Le foncteur l est adjoint à gauche à e et e est adjoint à gauche à r (en 
particulier, e est exact). 

- L'unité idt} — > el et la coùnité er — ► id& sont des isomorphismes. 

- Le foncteur q est adjoint à gauche à i et i est adjoint à gauche à p (en 
particulier, i est exact). 

- L'unité ide — > pi et la coiinité — » ide sont des isomorphismes. 

- Le foncteur z est un plongement pleinement fidèle d'image ker e (en par- 
ticulier, i identifie C à une sous-catégorie épaisse de A). 

Dans cette situation, le foncteur e induit une équivalence A/C B (nous 
renvoyons le lecteur à |Gab62j pour ce qui concerne la notion de quotient d'une 
catégorie abélienne par une sous-catégorie épaisse) . 

Nous renvoyons à |Kuh94bJ à ce sujet, ainsi que pour la démonstration de 
la proposition suivante (et la description explicite de l'isomorphisme) . 

Proposition B.22. On a un isomorphisme de groupes Gq(A) — Gq(B)®Gq (C). 
B.4 Filtration de Krull 

Définition B.23. La filtration de Krull de la catégorie A est la suite croissante 
de sous-catégories épaisses stables par colimites K. n (A) de A définie inductive- 
ment comme suit. 

- La catégorie JC n (A) est réduite à l'objet nul pour n < 0. 

- Pour n > 0, IC n (A) est l'image réciproque par le foncteur canonique A — * 
A/K n -x{A) de la plus petite sous-catégorie épaisse et stable par colimites 
de A/IC n -i(A) contenant tous les objets simples de cette catégorie. 

Remarque B.24. On peut étendre de manière claire la définition de la filtration 
de Krull à tout ordinal (cf. [Gab62j) ; nous n'avons introduit que les termes 
indicés par N car eux seuls interviendront dans notre contexte. 

Définition B.25. On définit par récurrence sur n G NU{ — 1} les notions d'objet 
simple noethérien de type n et noethérien de type n de A de la façon suivante. 

- Un objet est simple noethérien de type —1 s'il est nul. 

- Un objet X est noethérien de type n s'il possède une filtration finie = 
Fq C Fi C • • • C Fk = X telle que, pour tout i G {1, . . . , k}, le quotient 
Fi/Fi— i est simple noethérien de type a(i), pour un certain entier a(i) < n. 

- Un objet est simple noethérien de type n pour n G N si et seulement s'il 
n'est pas noethérien de type n — 1 et que tous ses quotients stricts sont 
noethériens de type n — 1. 

Notation B.26. Nous désignerons par i NT („) la sous-catégorie pleine de A 
formée des objets noethériens de type n. Elle est épaisse. 
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Proposition B.27. Soient n e NU { — 1} et X un objet noethérien de type n de 
A. Alors X est noethérien, appartient à K, n (A) et son image dans A/K, n -i(A) 
(si n > 0) est finie. Elle est même simple si X est simple noethérien de type n. 

Réciproquement, un objet noethérien de A qui appartient à IC n (A) est noethérien 
de type n. 

C Catégories de foncteurs 

Nous rappelons ici quelques propriétés d'usage courant des catégories de 
foncteurs. Bien que standard, elles ne sont pas toujours facilement accessibles 
dans la littérature — voir |Djab| pour plus de détails. 

Convention Cl. Dans cet appendice, X et J désignent des catégories essen- 
tiellement petites, A et B des catégories abéliennes et A un anneau. 

Cl Généralités 

Notation C.2. 1. Si i 71 est un foncteur de J vers X, nous désignerons par 
F* : Fct(2", .A) — > Fct(j7',^4) le foncteur de précomposition par F. 

2. Pour tout foncteur G : A — > B, nous désignerons par G* : Fct(X,A) —> 
F et (F, B)G* le foncteur de postcomposition par G. 

3. Soit E un objet de 1. Nous noterons evE ■ Fct(F, A) — > A et ev# : 
Fct(2",^ Mod) — ►yUAf] Mod les foncteurs d'évaluation en E, donnés par 
la précomposition par le foncteur * — ► X d'image E et par le foncteur 
pleinement fidèle Endi(£') — > X d'image E respectivement. 

Proposition C. 3. 1. La catégorie FctÇT, A) est abélienne. 

2. L 'exactitude se teste « argument par argument » : une suite X —t Y — > Z 
de F et (2", ^4) est exacte si et seulement si la suite X{E) — > Y{E) — » Z(E) 
est exacte dans A pour tout objet E de X. 

3. Si A est une catégorie A-linéaire, Fct(X, A) hérite d'une structure de 
catégorie A-linéaire. 

4- Supposons que la catégorie abélienne A est monoïdale symétrique. Le bi- 
foncteur 

Fct(T, A) x Fct(T, A) ~ Fct(I, A x A) ^ Fct{X, A) 

définit une structure monoïdale symétrique sur Fct(X, A). 

On rappelle que les notions de sous-catégorie de Serre et sous-catégorie 
épaisse sont introduites dans la définition IB. 101 

Proposition C.4. Soit F : A —* B un foncteur. 

1. Si F est exact (resp. additif, exact à gauche, exact à droite), il en est de 
même pour F* : Fct(T, A) — > Fct(T, B). 

2. Si F est fidèle, alors F* est fidèle. 

3. Si F est pleinement fidèle, alors F* est pleinement fidèle. Si de plus l'image 
de F est une sous-catégorie de Serre (resp. épaisse) de B, alors l'image de 
F* est une sous-catégorie de Serre (resp. épaisse) de Fct(X,B). 
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4- Si F possède un adjoint à gauche G, alors G* est adjoint à gauche à F*. 

Proposition C.5. Soit F : J — » X un joncteur. 

1. Le joncteur F* : Fct(2, .4) — > ~Fct(J , A) commute aux limites et aux 
colimites ; il est en particulier exact. 

2. Si A est une catégorie monoïdale symétrique, F* commute au produit 
tensoriel. 

3. Si F est essentiellement surjectif, F* est fidèle. 

4- Si F est plein et essentiellement surjectif, F* est pleinement fidèle, et son 
image est une sous-catégorie de Serre de Fct(^T,A) stable par limites et 
colimites. 

5. Si F possède un adjoint à gauche G, alors G* est adjoint à droite à F* . 

Dans la suite de cette annexe, on ne s'intéresse plus qu'au cas où la catégorie 
but est la catégorie d'espaces vectoriels £\. 

C.2 Générateurs projectifs 

Etant donné un objet E de 2, nous noterons Pg l'objet k[homx(-E, •)] de 
F et (2", £ k ). On rappelle que k[.] désigne le foncteur de k-linéarisation ; ainsi, 
k[.F] désigne la k-linéarisation kf.]»/ 7, d'un foncteur F : X — * Ens. 

La bifonctoralité de homi permet de considérer E f— > Pj| comme un foncteur 
J°p ->Fct(J,£ k )- 

Proposition C.6 (Lemme de Yoneda linéaire). Il existe un isomorphisme 

hom Fct(IA) (Pf,F)~F(£) 
naturel en les objets E de X et F de Fct(2, 

Proposition et définition C.7. Les objets Pj| forment un ensemble de générateurs 
projectifs de type fini de F et (2, £%) lorsque E parcourt un squelette de X. On les 
appelle générateurs projectifs standard de Fct(X, £k). 

Corollaire C.8. La catégorie de foncteur s Fct(X, £\) est une catégorie de Gro- 
thendieck vérifiant l'hvpothèse \B.5l 

Corollaire C.9. Pour tout foncteur F : J —> X, le foncteur de précomposition 
F* : Fct(ï, £k) Fct( l 7,£k) admet un adjoint à droite et un adjoint à gauche. 

Les extensions de Kan (cf. [ML71 ., ch. X) permettent de donner une construc- 
tion des adjoints. 

Remarque C.10. Si deux objets V et W de X possèdent une somme, on a un 
isomorphisme canonique Py ® P^ ~ Pvuw 

Corollaire C.ll. Supposons que X possède des sommes finies. Alors le produit 
tensoriel de F et (2", préserve les objets projectifs et les objets de type fini. 

Proposition et définition C.12 (Dualité entre catégories de foncteurs). No- 
tons D z ,k : Fct(2,£ k )°î' ~ Fct(2°P, £° p ) -» Fct(2°î\ £ k ) le foncteur de post- 
composition par le foncteur de dualité (.)* = honi£(.,k) : £^ p — > £\, et D' Ik = 
D T o P , k : Fct(2°P, £ k )°P -> Fct(2, £ k ). 
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1. Les joncteurs Dx,t et D' Ik sont exacts et fidèles. 

2. Le joncteur Dj,k est adjoint à droite à (D' xk ) op . 

3. Ces joncteurs induisent des équivalences de catégories réciproques l'une 
de Vautre entre Fct{l,£[)°P et Fct(l° p , £[). 

Ces joncteurs seront appelés foncteurs de dualité. 

Ce résultat entraîne formellement, via la proposition IC.61 la propriété sui- 
vante. 

Proposition et définition C.13 (Cogénérateurs injectifs standard). Pour tout 
objet E de T, nous noterons l\ l'objet D'h^Pe ) de Fct(T, £ k ) (ainsi, on a 
Ie(Y) = W >omx '' V ' E '). Cette construction est jonctorielle contr avariante enE. 

1. Ll existe un isomorphisme homF C t(i,£ t ) (F, /JJ) ~ F(E)* naturel en les 
objets F de Fct(2~, £ k ) et E de I. 

2. Les Lg forment un ensemble de cogénérateurs injectifs lorsque E décrit un 
squelette de I. On les appelle cogénérateurs injectifs standard de Fct(Z, £ k ) . 

Dans tous les cas que nous considérerons, l'hypothèse suivante sera vérifiée|f|. 

Hypothèse C.14. Les ensembles homi{V,W) sont finis pour tous V, W £ 
Ohl. 

Cette hypothèse assure que les foncteurs projectifs standard, donc tous les 
foncteurs de type fini, prennent des valeurs de dimension finie, de sorte que 
la dernière assertion de la proposition IC.12I donne un lien très rigide entre 
¥ct{l,£ k )°r et Fct(T°P, £ k ). 

Corollaire C.15. Lorsque l 'hypothèse \ C. lJ\ est satisfaite, les injectifs standard 
de la catégorie Fct(T, £ k ) sont de co-type fini. 

C.3 Foncteurs hom internes et foncteurs de division 

Proposition et définition C. 16. 1. Pour tout objet X de Fct(Z,£ k ), l'en- 

dofoncteur ■ ®X de Fct(T, £ k ) admet un adjoint à droite, noté HomF C t(i.£ k ) (X, .) ; 
on dispose ainsi d'un foncteur hom interne 

Hom Fct(IA) : Fct{l,£ k )°P x Fct{l,£ k ) -> Fct (!,&). 

On note Extp^j £i ) les foncteurs dérivés droits de ce bifoncteur exact à 
gauche. 

2. On a un isomorphisme naturel gradué 

Ext£ ct(IA) (x,y)(£) ~ Ext; ct(IA) (Pl®x,y), (10) 

où E est un objet de I et X et Y sont des objets de Fct(T, £ k ). 

3. Pour tout objet A de Fct(X, £ k ), l'endo foncteur ■ ®A de Fct(X, £ k ) admet 
un adjoint à gauche, noté (• : ^4)Fct(x,£ s ) / on dispose ainsi d'un foncteur 
de division 

( • : • )Fct(x A ) : FctÇE,£ k ) x Fct(1, 4) op Fct(Z,£ k ). 
Les indices seront omis dans ces notations quand il n'y a pas d'ambiguïté. 

6 Les catégories de foncteurs dont la source ne vérifie pas l'hypothèse IC.f 4l ont un compor- 
tement profondément différent de celles que nous étudierons. 
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La terminologie de foncteur hom interne est standard (cf. [ML71j . ch. VII, 
§7). Le terme de foncteur de division a quant à lui été introduit par Lannes 
(cf. |Lan92j ) dans le cadre des modules instables sur l'algèbre de Steenrod, 
voisin de celui des catégories de foncteurs (cf. [Pow98b , §3). 

Proposition C.17. Soient F un endofoncteur de X et T un objet de F et (2", Ens) 
tels qu'il existe une bijection 

bom x (F{V),W) ~ homx(V, W) x T(W) 

naturelle en les objets V et W de X. 

Alors Ze/oncfeMrHomFct(z.£ k )(k[T], .) est isomorphe au foncteur de précomposition 
F* ; autrement dit, F* est adjoint à droite à ■ ® k[T]. 

Proposition C.18. Soient F un endofoncteur deX etT un objet de Fct(X op , Ens-^) 

tels qu'il existe une bijection 

hom. x (V,F(W)) ~ homx(y, W) x T(V) 

naturelle en les objets V et W de X. 

Alors le foncteur ( • : k T )Fct(x,e j! ) sst isomorphe au foncteur de précomposition 
F* ; autrement dit, F* est adjoint à gauche à ■ <g> k T . 

C.4 Décomposition scalaire 

On suppose ici que X est une catégorie k-linéaire. 

Notation C.19. Étant donné un entier naturel i, on désigne par Fct(X,£k)i 
la sous-catégorie pleine de F et (2", £k) formée des foncteurs F tels que pour tout 
A e k et tout objet E de 2, on a F(A.ide) = X % -idpt^\ (on convient ici que 
0° - 1). 

Le produit tensoriel induit des foncteurs Fct(2, £î c )jXFct(2", £u)j — > Fct(2, £k)i+j - 
Comme le groupe cyclique fini k x est d'ordre premier à la caractéristique 
de k, il existe un isomorphisme de k-algèbres k[k x ] ~ k 9-1 , et la k-algèbre 
du monoïde multiplicatif sous-jacent à k est isomorphe à k g . On en déduit la 
proposition suivante (cf. |Kuh94aj . §3.3). 

Proposition et définition C.20. Les inclusions Fct(T, £^)i <—> Fct(2", £%) 

induisent une équivalence de catégories 

q-l 

Fct(X,£ k ) ~ Y[Fct(I,St)i. 

Nous noterons F ~ ©|=o ^ ^ a décomposition canonique d 'un foncteur F 
de Fct(X,£k) qu'on en déduit, où Fi appartient à Fct(Z, £k)i- On l'appelle 
décomposition scalaire de F. 

C.5 Produit tensoriel extérieur 

C'est le foncteur 

M : Fct(X,£ k ) x Fct{J,£ k ) Fct(2 x J,£ k ) 
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défini par la composition 

Fct(X,£ k )xFct{J,£ k ) ^^Fct(XxJ,£ k )xFct(XxJ,£ k ) ^ Fct(ïx J, £ k ), 

où l'on note tk% : X x J — > 2" et irj : X x J — > ,7 les foncteurs de projection. 
Autrement dit, (F Kl G) (A, S) = ® G(B). 

On a ainsi des isomorphismes canoniques F^s) — K ifl ; cette obser- 
vation et ses conséquences, ainsi que les propriétés que nous rappelons ensuite, 
justifient la convention de notation suivante. 

Notation C.21. Nous désignerons par Fct(I, £ k ) ® Fct(J r , £jc), par abus, la 
catégorie Fct(X x J,£ k ). 

Proposition C.22 (Simples de Fct(X x J, £*)). 1. SiX et J vérifient l'hy- 
pothèse \ C14\ pour tout objet simple S de Fct(X x J,£ k ), il existe un 
objet simple Si de Fct(Z", un objet simple S2 de Fct(X, £ k ) et un 
épimorphisme Si Kl S2 — » S. 

2. Soient S un objet simple de Fct(Z, £ k ) et S' un objet simple de Fct( t 7, £&) 
tel que le corps EndF C t(j r ,f k ) {S') est réduit à k. Alors SMS' est un objet 
simple de Fct(X x J,£%). 

3. Soient Si, S2 deux objets simples de Fct(Z, &t) et S[, S' 2 deux objets 
simples de Fct{J,£ k ). Si Si Kl S[ ~ S 2 K S' 2 , alors Si ~ S[ et S 2 ^ S' 2 . 

Corollaire C.23. Supposons que X et J vérifient l 'hypothèse \ C. lj\ et que les 

corps d'endomorphismes des objets simples de Fct(j7", 5k) sont réduits à k. 
Le produit tensoriel extérieur induit des isomorphismes de groupes abéliens 

G f (Fct(I x J,£ k )) ~ G f Q (Fct(X,£ k )) ® G f (Fct(J,£ k )), 

K a (Fct(X x J,£ k )) ~ K (Fct(X,£ k ))®K a (Fct(J,£ k )). 

Ces propriétés se démontrent de façon analogue à celles du produit tensoriel 
extérieur usuel en théorie des représentations — cf. |CR90j . chapitre 1, § 10 E. 
Une démonstration des énoncés fonctoriels précédents est donnée dans |Djab| . 

C.6 Recollements 

Nous terminons cet appendice avec quelques résultats communs destinés à 
définir et utiliser commodément le prolongement par zéro dans un cadre assez 
général. On les trouvera établis dans |Djab| . 

Définition C.24. Soit C une sous-catégorie pleine de X. Nous dirons que C est : 

- une sous- catégorie relativement connexe de X si pour tous objets A, B et 
X de 1 tels que A,B e ObC, hom(A,X) ^ et hom(X, B) ^ 0, on a 
X e ObC ; 

- une sous-catégorie complète à gauche de X si pour tout objet E de X, E 
est objet de C dès que homj(F, X) ^ pour un objet X de C ; 

- une sous-catégorie complète à droite de X si C op est une sous-catégorie 
complète à gauche de X op . 

Proposition et définition C.25 (Prolongement par zéro). Soit C une sous- 
catégorie pleine relativement connexe de X. On note T> la sous- catégorie pleine 
de X dont la classe d'objets est le complémentaire de celle de C, etlZ : Fct(Z, £ k ) — » 
Fct(C,£k) le fondeur de restriction. 
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1. On définit un fondeur Vx ,c '■ Fct(C,£t) — > Fct(X, £t) (noté simplement 
V lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté) appelé prolongement par zéro en posant 
V{F)(E) = F(E) (F e ObFct(C,£ k )J si E G OhC, si E e ObV ; 
V{F){t) = F(t) si t est une flèche de C, si c'est une autre flèche de 1 ; 
et V(T) E = T e siT est une flèche de Fct(X,£ k ) et E un objet de C, 
sinon. 

2. Supposons C complète à gauche ; V est donc complète à droite. 

(a) Le fondeur V est adjoint à droite à TZ. 

(b) Le fondeur V est adjoint à gauche au fondeur M : Fct(X, £t) — > 
Fct(C,£k) défini comme suit : 

i. pour tout fondeur F : X — > £\ et tout objet X de C, 

U{F)(X) = ker (F{X) J] F(Y)) ; 

YeObV 

ii. si F : T — > £k est un fondeur, pour toute flèche X ^ X' de C, 
J\f(F)(u) est induite par F(u) ; 

iii. si T : F — > G est une flèche de Fct(C,£k), M{T)x est induite 
par Tx pour tout objet X de C. 

On a un énoncé analogue dans le cas d'une sous-catégorie complète à droite. 

Corollaire C.26. On conserve les notations précédentes. Si la sous-catégorie 
C de 1 est complète à gauche, on a un diagramme de recollement 

n _ v 

Fct(C, £ k ) ^-v^ Fct(J, 6t) ^-n-^ Fct(V, £ k ) 

Dans le cas où C est complète à droite, on a un diagramme de recollement 
Fct(C,g t ) ^^Fct(J,£ k ) ^^ Fct(P,£ k ). 

TZ V 
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